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Aucun document n’est autorisé. La plus grande importance sera accordée a la qualité de la présen-
tation et de la rédaction de la copie. Les six exercices sont indépendants.

On traitera les exercices 1 a 3 directement sur les feuilles annexes 1 a Il en remplissant les cases
prévues pour les réponses. L’annexe Il comporte deux feuilles. On joindra les quatre feuilles an-

ira” (5

On suppose maintenant que @ = 0 (I’ensemble vide) et que b = N (I’ensemble des
>ntiers naturels). On a donc
X ={0,N,{N}}
2our chacune des douze propositions suivantes (E; a Ej;), indiquer si elle est vraie
ou fausse, en donnant une justification dans le cas ol elle est fausse.
Utiliser le tableau donné dans I’annexe I.]
E, 0eX E; 0cX E3 NeX Ey NcXx
Es | {0}eX Es {0} cXx Ey {N}eX Eg {N}cx
Eg {W,N} eX || Eio {@,N} CX || En {{N}} €X || Ep {{N}} cX
nplétera le tableau de I’annexe I et on joindra la feuille de cette annexe a la copie. Qoge
‘oublier d’inscrire son numéro d’étudiant. Ne pa
l Exercice 2 [ rédiger sur les deux feuilles de I’annexe II] 1
>t exercice, la variable n est astreinte a I’ensemble N des entiers naturels et la variable L
treinte a I’ensemble &7 (N) des parties de N. 2 esc; ;
ne ci-dessous six propositions : P;[A] & Ps[A] (on pourra noter simplement P, au lieu C?HP;
). -
P 0cA
P 5€A

Vn (neA=n+1€cA)
Vn (h+1€eA=neA)

v/



1. [Pour cette question, on ne demande pas de justification.]
POur UHACHE UB UeS SIX PTOPUSIHONS; 1rariuer s1erié-est vraie ou fausse

a) lorsque A=0;

b) lorsque A =N;

c) lorsque A = {0} ;

d) lorsque A = {5};

e) lorsque A = 2N (ensemble des entiers naturels pairs).

2. Justifier les réponses données 2 la question précédente pour les propositions P; et Py.
[Utiliser encore pour les réponses la premiere feuille de I’annexe I1.]

3. Pour chacune des propositions suivantes, indiquer, en justifiant la réponse, si elle est
vraie ou fausse :

a) VA (BsJA] = B[A])

b) VA (RA] = Pi[A])

c) VA ((R[A] et P4[A]) = P[A])

d) VA ((Pi[A] et P4[A]) = P3[A])

e) VA ((Pi[A] et B5[A]) = Py[A])

f) VA ((Pi[A] et P3[A]) = B5[A])

g) VA ((P[A] et P3[A]) => P4[A])

h) VA ((P4[A] et non P [A]) = F5[A])







| Exercice 6  [a rédiger sur la copie] |

Toutes les réponses a cet exercice doivent étre justifiées.

Ftant donné des ensembles E et F, on désigne par F£ I’ensemble des applications de E dans
F et par I(E,F) I’ensemble des applications injectives de E dans F :

I(E,F)={geFF| (Vx€E) (VyEE) (x#y=>g(x) #8))}.

Lorsque les ensembles E et F sont finis et ont respectivement p éléments et n éléments
(p et n appartiennent donc a N), le nombre d’éléments de I(E, F), qui ne dépend que des
nombres p et n, est noté Aﬁ . Ainsi, Aﬁ est le nombre d’applications injectives d’un ensemble
a p éléments dans un ensemble & n éléments.

On admettra que, pour tout entier n € N, AS =1.

; 1 .
1. Exprimer A, en fonction de 7, pour n € N*.
2 CalculerAg.
3. Démontrer que, quels que soient les entiers naturels n et p, si n < p, alors Aﬁ =0.

On considére maintenant deux entiers j et k tels que 0 < j < k+ 1, on désigne par S I’ensem-
ble {1,2,...,;} et par T un ensemble & k + 1 éléments.

On fixe un élémenta € T.

Pour chaque entier i compris entre 1 et j, on pose

X;={g€I(8,T) | g(i) = a}.

4. Quel est le nombre d’éléments de I’ensemble X; ?

5. Démontrer que

1(8,7)=1(S, T\ {a})u |J X

1<

6. En déduire que
. . m i

7. Démontrer par récurrence que la propriété suivante est vraie pour tout entiern € N :

p n!




