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Exercice 6

On considère la proposition P[n] suivante, dans laquelle les variables a, b, n, k et h sont
astreintes à l’ensemble N des entiers naturels :

8a 8b ((9k a�b = k�n)) (9h a+b = h�n))

1. Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est ou si elle n’est pas logi-
quement équivalente à P[n]
(on ne demande pas de justification) :

(A) Quels que soient les entiers naturels a et b, tout diviseur de a�b est un diviseur
de a+b.

(B) Quels que soient les entiers naturels a et b, si n divise a�b, alors n divise a+b.

(C) Quels que soient les entiers naturels a et b, si a�b est divisible par k, alors a+b
est divisible par h.

La proposition (B) est logiquement équivalente à P[n] ; les propositions (A) et (C) ne
lui sont pas logiquement équivalentes.

2. Démontrer que P[2] est vraie.

La proposition P[2] s’écrit :

8a 8b ((9k a�b = k�2)) (9h a+b = h�2))

Elle signifie : pour tous entiers naturels a et b, si a�b est pair, alors a+b est pair.

Soient a et b deux entiers naturels. Supposons que a�b est pair.
Alors a+b = (a�b)+2b est la somme de deux entiers pairs, donc a+b est pair.
P[2] est ainsi démontrée.

3. Démontrer que P[3] est fausse.

P[3] s’écrit :

8a 8b ((9k a�b = k�3)) (9h a+b = h�3))

Elle signifie : Quels que soient les entiers naturels a et b, si 3 divise a�b, alors
3 divise a+b.

P[3] est fausse, voici un contre-exemple :
3 divise 4�1, mais 3 ne divise pas 4+1.

4. Est-ce que P[1] est vraie ? Justifier la réponse.

P[1] s’écrit :

8a 8b ((9k a�b = k�1)) (9h a+b = h�1))



Montrons que P[1] est vraie.

Soient a et b deux entiers naturels.
La proposition (9h 2 N; a+b = h�1) est vraie,
donc la proposition ((9k 2 N; a�b = k�1)) (9h 2 N; a+b = h�1)) est vraie
(et ce, quelle que soit la valeur de vérité de la proposition (9k 2 N; a�b = k�1),
qui dépend de a et de b).

5. Est-ce que P[0] est vraie ? Justifier la réponse.

P[0] s’écrit :

8a 8b ((9k a�b = k�0)) (9h a+b = h�0))

Montrons que P[0] est fausse en donnant un contre-exemple :
pour a = 3 et b = 3, on a :
Il existe k 2 N tel que 3�3 = 0� k (par exemple, k = 1 convient).
Par contre, pour tout h 2 N, 3+3 6= 0�h.
Ainsi, la proposition (9k 2 N; 3� 3 = k� 0) est vraie, tandis que la proposition
(9h 2 N 3+3 = h�0)) est fausse.
Donc la proposition ((9k 2 N; 3�3 = k�0)) (9h 2 N; 3+3 = h�0)) est fausse.

6. On considère un entier n 2 N et on suppose que P[n] est vraie.

a) Démontrer que la proposition Q[n] suivante est vraie :

8a 9h h�n = 2a

Soit a 2 N.
Alors a�a = 0�n, c’est-à-dire que 9k a�a = k�n est vraie.
Donc, puisque P[n] est vraie, il existe h 2 N tel que a+a = h�n.

Cela démontre que Q[n] est vraie.

b) Démontrer que n est un diviseur de 2.

Puisque 8a 9h h� n = 2a est vraie, on a en particulier 9h 2 N h� n = 2
(pour a = 1).
Ce qui signifie que n est un diviseur de 2.

7. Donner une proposition logiquement équivalente à P[n] dans laquelle ne figure au-
cune variable muette.

Une proposition logiquement équivalente a P[n] dans laquelle ne figure aucune va-
riable muette est : « n = 1 ou n = 2 ».
En effet, la question 6.b) indique que si n est un entier tel que P[n] est vraie, alors n
est égal à 1 ou à 2 (qui sont les diviseurs de 2) ; les questions 2 et 4 permettent quant
à elles d’affirmer que P[1] et P[2] sont vraies.


