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TD12 : Fractions rationnelles et équations différentielles

1 Décomposition en éléments simples

Exercice 1: Termes de degré 1 et logarithmes
1) Soienta € R ;b € Retn € N fixés. Calculer les dérivées des fonctions x +— In(jaz+b|)

t  E—
et © — (az + )

1 1
2) En déduire des primitives de z — ——— P et de Giv1)y pour n € N .
1
(4z — 3)(2z + 1)3°

3) Via une décomposition en éléments simples, trouver une primitive de

Exercice 2: Termes simples de degré 2 et arctangente

1 +3
1) Soient b,c € R tels que b*> — 4c < 0. Montrer que x — ———— arctan
c—-¥ c— ¥
o 1
est une primitive de xr — ————.
x2+br+c

1

ax® +br +c
que aX? + bX + c est un polynéme sans racines réelles.

2) En déduire une primitive de z — quand a € IR ;b € R, c € IR sont tels

3) Calculer une primitive de z — prarps— puis une primitive de x — R
4) En déduire (via une décomposition en éléments simples) T
x —
Exercice 3: Termes multiples de degré 2 et formules de récurrence
1) A laide de la formule d’intégration par parties, montrer que
T 1 T 2t2
/ ="+ / A
o 2+1 2+1  Jo (12+1)?
2) En déduire que
v 1 1 x
———— dt = zarctan(z) + - ———=.
/o (12 + 1)2 2 @)+ 2z
3) D’une maniére similaire, montrer que pour tout n € N,
/ 2n -1 / g+ x
o (t2+ 1)71+l (12 + 1)n 2n(z? + 1)n
3z°+5
4) Calculer une primitive de z — (;26—1)2
5) (Plus dlfﬁcﬂe) Soient b, ¢ € IR tels que b*> — 4c < 0. Montrer que pour tout n € N,
dn — 2 v 1 2x + b

= dt + .
o 2+ bt )T n(de —02) Jo (£ + bt + o)n (4c — V)n(z? + bx + )"



2 Equations différentielles linéaires

Exercice 4: Degré 1
Résoudre les équations suivantes

1oy /() + 2ty(t) = e ¥
2. () + y(t) = sin(t) + 3sin(2t) ;

3. '(t) + y(t) = sin(t) .

tan(t)

Exercice 5: Degré 1 avec discontinuité
Résoudre I’équation différentielle :

(1 — 2) () + ty(t) = % +tIn(t) — t,

1. sur les intervalles 10, 1] et ]1, +oc],

2. puis sur |0, +ool.

Exercice 6: Degré 2
Résoudre les équations suivantes

Loy"(t) — 3y'(t) + 2y(t) = te*';

2. y°(t) — (1) + My(t) = sin(t);

3. () — 29°(t) + \y(t) = e® + etsin(t)
4. y0(t) + w?y(t) = sin(t)® .



