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TD6 : Applications linéaires

Exercice 1: Matrices d’une méme projection du plan

Soit IR? muni de la base canonique B = (i, j). Soit f : IR? — IR? la projection sur 'axe
des abscisses IR parallélement & IR(7 + 7).

1) Déterminer Mat(f, B, B), la matrice de f dans la base @, 7).

2) Méme question avec Mat(f, B, B) ou B’ est la base (i —j,—2i +3j) de R2.

3) Méme question avec Mat(f, B, B').

Exercice 2: Matrices et changement de base

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et de base (e, €3, €3). On désigne par Ig I'ap-
plication identité de E. Soit f une application linéaire de E dans E (i.e. un endomorphisme
de E) telle que f(e1) = 2ey + 3eg, f(e2) = 261 — Seg — 8egs, f(e3) = —ey + dey + Bes.

1. Donner la matrice de f dans la base (e, €2, €3).

2. Donner la dimension et une base de Ker(f — Ig).
3. Donner la dimension et une base de Ker(f?+ Ig).
4

. Montrer que la reunion des bases précédentes constitue une base de E. Quelle est la
matrice de f dans cette nouvelle base # Et celle de f2&

Exercice 3: Application linéaire sur un espace de matrices

Soient A = -1 et f application de M5(IR) dans M5(IR) donnée par

1 0
fiMw— AM.
1) Montrer que f est linéaire.
2) Déterminer sa matrice dans la base canonique de M>(IR).

Exercice 4: Matrice de changement de base
Soient trois vecteurs e;, es, es formant une base de IR®. On note T I'application linéaire
définie par T'(e;) = T'(e3) = e3 et T'(e) = —e; + ey + 3.

1. Déterminer le noyau de cette application linéaire. Donner la matrice A de T dans la
base donnée.

2. On pose fi =e; —e3, fa = e — ey, f3 = —eq + ey + e3. Calculer ey, ey, €3 en fonction
de fi, fa, f3. Les vecteurs fi, fo, f3 forment-ils une base de IR3 &

3. Calculer T(f1), T(f2), T(f3) en fonction de fi, fa, fs. Ecrire la matrice B de T dans
cette nouvelle base.

1
1 1 -1
4. (Difficile) On pose P =@ 0 —1 1 A, Vérifier que P est inversible et calculer
-1 0 1

P~1. Quelle relation relie A, B, P et P71



Exercice 5: Endomorphisme de carré nul
Soit ¢ une application linéaire de IR? dans lui-méme telle que ¢ # 0 et o> = 0.

1. Construire des exemples de telles applications.
2. Soit x € R? tel que p(z) # 0. Montrer que {x, p(x)} est une base de IR?.

3. Déterminer la matrice de ¢ dans cette base.

Exercice 6: Matrice 4 paramégges 1
1 3 «a f
Soit M . lamatrice: M. =@ 2 -1 2 1 A e My,(R). Déterminer pour quelles
-1 1 2 0

valeurs de « et de 8 'application linéaire qui lui est associée est surjective.

Exercice 7: Bgge du noypu et dgyl’image

121 2 2 -1 7

: B3 41 _54 3 -1 11
SmentA—gS 6 1 , B= 0 -1 2 -2
781 3 3 -2 11

et fa et fg les applications linéaires associées.
1) Déterminer la dimension et une base de Ker(fa) et Ker(fg).
2) En déduire rg(A) et rg(B).
3) Déterminer une base de I'image pour fa et fg.



