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Exercice 1 Calculer les limite des fonctions suivantes :

1) lim
x→1

xn � 1

x� 1
2) lim

x→2

x2 � 5x+ 6

x3 � 2x2 � 4x+ 8
3) lim

x→0

p
1 + x� (1 + x)

1
3

x

4) lim
x→0

(1 + x)
1
3 � 1p

1 + x� 1
5) lim

x→+∞

1� ex

1 + ex
6) lim

x→−∞
x3 + cos(x)

7) lim
x→0+

xx 8) lim
x→+∞

x
1
x 9) lim

x→0
x sin(1/x)

Exercice 2 Comparer lim
x→1−

(
lim
n→∞

xn
)

et lim
n→+∞

(
lim

x→1−
xn

)
.

Exercice 3 Soit f(x) une fonction sur ]0,+1[ telle que f(2x) = f(x) (x > 0) et que
lim

x→+∞
f(x) = l 2 ℝ. Montrer que f(x) � l.

Exercice 4 1) Trouver une fonction f d�e�nie sur ℝ qui est discontinue partout mais
telle que jf j est continue partout.

2) Soient f une fonction qui est continue en 0 et g une fonction qui est discontinue en
0. Est-ce que f + g est forc�ement discontinue en 0 ? La même question pour fg.

Exercice 5 Soit f une fonction continue sur [a, b] (a < b) telle que jf j est croissante
sur [a, b]. Montrer que f est monotone sur [a, b].

Exercice 6 1) Soit f : ℝ ! ℝ une fonction continue admettant des limites �nies en
�1. Montrer que f est born�ee.

2) Donner une fonction continue et born�ee de ℝ dans ℝ qui n’admet pas de limites en
+1 et �1.

Exercice 7 Soit f la fonction d�e�nie par f(x) = xb 1xc.

1) �Etudier les limites �a droite et �a gauche de f en 0 et en d�eduire que f admet un
prolongment par continuit�e en 0.

2) �Etudier les limites �a droite et �a gauche de f en 1 et en d�eduire que f n’est pas
continue en 1.

3) �Etudier la convergence de la fonction f lorsque x! +1.

4) �Etudier la convergence de la fonction f lorsque x! �1.



Exercice 8 Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que f(a) < 0 et f(b) > 0.
Montrer qu’il existe � 2]a, b[ tel que f(�) = 0 et que f(x) > 0 sur ]�, b].

Exercice 9 1) Montrer que la fonction x 7! tan(x) admet un point �xe dans l’inter-
valle ]�/2, 3�/2[.

2) Soit J un intervalle ferm�e et f : J ! J une application continue. Montrer que f
admet au moins un point �xe.

Exercice 10 Soit g : ℝ! ℝ une fonction continue telle que lim
x→±∞

g(x) = +1.

1) Montrer qu’il existe un segment [a, b], avec a < b, tel que

x 62 [a, b] ) g(x) > g(0).

2) En consid�erant la restriction de g �a l’intervalle [a, b], montrer qu’il existe au moins
un x0 2 ℝ tel que min

x∈ℝ
g(x) = g(x0).

3) Soit f : ℝ ! ℝ une fonction continue. Soit (a, b) 2 ℝ2 tel que b 6= f(a). Montrer
qu’il existe dans ℝ2 un point du graphe de f dont la distance �a (a, b) est minimum.
[Indication : on applique la question pr�ec�edente �a la fonction g(x) = (x � a)2 +
(f(x)� b)2]

Exercice 11 Soit J = [a, b] un intervalle, a < b. Soit f : J ! J une application telle
que, 8x, y 2 J , x 6= y, on ait

jf(x)� f(y)j < jx� yj.

On choisit arbitrairement x0 2 J et on consid�ere suite (xn)n⩾1 telle que xn+1 = f(xn)
(n = 0, 1, 2, � � � ).
1) Montrer qu’il existe un unique � 2 J tel que f(�) = �.

2) Montrer que lim
n→+∞

xn = �.

Exercice 12 1) Construire une bijection continue de ]0, 1[ vers ]�1,+1[.

2) Construire une application continue et surjective de ]0, 1[ vers [0, 1[.

3) Existe-il une bijection continue f de [0, 1[ vers ]0, 1[ ?


