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Exercice 1. Question de cours
On consid�ere une fonction f : R→ R. Rappeler la d�e�nition des �enonc�es :

1. lim
x!x0

f(x) = l (o�u x0 et l sont des r�eels).

2. lim
x!+1

f(x) = +∞.

Correction :

1. ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ Df , |x− x0| < α ⇒ |f(x)− l| < ε.

2. ∀A > 0, ∃r > 0, ∀x ∈ Df , x > r ⇒ f(x) > A.

Exercice 2.
Soit un entier n > 1.
On consid�ere un nombre complexe non nul Z = reiθ o�u r ∈ R+� et θ ∈ R.
On note A l’ensemble des racines n-i�emes complexes de Z.

1. Donner la liste des �el�ements de A.

2. Donner des nombres complexes z0 et u tels que A = {z0 u0, z0 u1, z0 u2, . . .}.

3. Soit un entier p > 1, calculer la somme S =
X
z2A

zp.

Correction :

1. Z = r eiθ est non nul car r 6= 0 donc Z admet n racines n-i�emes distinctes qui sont les nombres :

zk = n
√
r ei

θ+2k π
n avec k entier dans [0, n− 1]. Ce sont les �el�ements de A.

2. En posant u = ei
2π
n , on a ∀k ∈ [0, n− 1], zk = n

√
r ei

θ
n ei

2k π
n = z0 u

k puisque z0 = n
√
r ei

θ
n .

On a alors A = {z0 u0, z0 u1, . . . , z0 un�1}

3. D’apr�es la question 2 : S =
X
z2A

zp =

n�1X
k=0

zp0

�
uk
�p

= zp0

n�1X
k=0

(up)k.

S est la somme des n premiers termes d’une suite g�eom�etrique de raison up = ei
2p π
n .

Cas 1 : up = 1 c’est-�a-dire 2p π
n est un multiple de 2π qui �equivaut �a p multiple de n.

On note q l’entier tel que p = qn.

S = n zp0 = n ( n
√
r)qn ei

qnθ
n = n rq eiqθ.

Cas 2 : up 6= 1 c’est-�a-dire p n’est pas multiple de n.

S = zp0
1− upn

1− up
= 0 car un = 1 puisque u est une racine n-i�eme de 1.

Exercice 3.

On consid�ere l’application f : R→ R d�e�nie par f(0) = 0 et f(x) = exp

�
− 1

x2

�
pour tout x ∈ R�.

1. Etudier lim
x!0

f(x). f est-elle continue sur R ?

2. Donner, en le justi�ant, un tableau des variations de f .
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3. D�eterminer, en le justi�ant, si f est injective.

4. D�eterminer, en le justi�ant, si f est surjective.

5. Soit A = [−1, 2]. Calculer f(A) puis f�1
�
f(A)

�
et comparer les ensembles A et f�1

�
f(A)

�
.

6. Donner un exemple d’application g : R→ R+� (N.B. l’ensemble d’arriv�ee) telle que
pour toute partie A de R, g�1

�
g(A)

�
= A (sans d�emonstration).

Correction :

1. Quand x→ 0, on a − 1

x2
→ −∞ donc exp

�
− 1

x2

�
→ 0. De plus f(0) = 0 donc lim

x!0
f(x) = 0.

f est un prolongement par continuit�e en 0 de la fonction x→ exp

�
− 1

x2

�
qui est continue sur

R� comme compos�ee de fonctions continues. Donc f est continue sur R.

2. f est une fonction paire car ∀x ∈ R, f(−x) = f(x).

Il su�t donc d’�etudier f sur R+.

f est d�erivable sur R+� et ∀x ∈ R+�, f 0(x) =
2

x3
exp

�
− 1

x2

�
> 0.

Comme f est continue en 0, f crô�t strictement sur R+.

En�n quand x → +∞, on a − 1

x2
→ 0 donc f(x) = exp

�
− 1

x2

�
→ e0 = 1 par continuit�e de

l’exponentielle.

On a donc le tableau de variation suivant :

x −∞ 0 +∞

f(x)

1

@
@
@R

0

��
�

�

1

3. f est paire donc par exemple f(1) = f(−1) bien que 1 6= −1. Il suit que f n’est pas injective.

4. f est positive car l’exponentielle l’est donc par exemple −1 n’a pas d’ant�ec�edent par f . Il suit
que f n’est pas surjective.

5. D’apr�es la continuit�e et les variations de f , f ([−1, 2]) = [0, f(−1)] ∪ [0, f(2)] = [0, e�
1
4 ].

En e�et, f(−1) = f(1) 6 f(2) = e�
1
4 car f crô�t sur R+.

Toujours d’apr�es le tableau de variations et la parit�e de f , f�1 ([0, f(2)]) = [−2, 2].

Donc A ⊂ f�1 (f (A)) strictement.

6. Il faut et il su�t que g soit injective. Par exemple g = exp convient.

Exercice 4.
Soit la fonction f : R→ R d�e�nie par f(x) = bxc pour tout x ∈ R (bxc est la partie enti�ere de x).
On consid�ere l’ensemble A = {1− 1

n |n ∈ N�}.
1. Montrer que sup(A) existe, donner sa valeur et d�emontrer que cette valeur est bien le sup(A).

2. D�eterminer f(A).

3. Comparer sup
�
f(A)

�
et f(sup A).
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4. [Bonus] : soit g : R → R une fonction croissante d�e�nie sur R, donner une condition su�sante
sur g pour avoir sup

�
g(A)

�
= g(sup A). La d�emonstration n’est pas demand�ee.

Correction :

1. Pour tout n > 0, 1− 1
n < 1. Il suit que A est major�e par 1, or toute partie non vide et major�ee

de R admet une borne sup�erieure, donc sup(A) existe.

Montrons que sup(A) = 1, c’est-�a-dire que 1 est le plus petit des majorants de A.

Soit ε > 0 quelconque, on choisit n ∈ N� tel que n > 1
ε . On a alors 1

n < ε donc 1− ε < 1− 1
n .

Comme 1− 1
n ∈ A, il suit que 1− ε n’est pas un majorant de A. (CQFD)

2. Pour tout n ∈ N�, 0 6 1− 1
n < 1 donc b1− 1

nc = 0.
On en d�eduit que f(A) = {0}.

3. f(A) est �ni donc sup
�
f(A)

�
= max

�
f(A)

�
= 0 et f(sup A) = f(1) = 1.

Conclusion : sup
�
f(A)

�
= 0 < f(sup A) = f(1) = 1.

Remarque : cette propri�et�e est une cons�equence de la croissance de f .
D�emonstration : il su�t de montrer que f(sup A) est un majorant de f(A). D�es lors, on sait
que f(sup A) est sup�erieur au plus petit des majorants de f(A), donc �a sup

�
f(A)

�
.

Or pour tout x ∈ A, x 6 sup A car sup A est un majorant de A. Comme f est croissante, on
en d�eduit que f(x) 6 f(sup A). Il suit que f(sup A) est un majorant de f(A) (CQFD).

4. Il su�t que lim
x → supA
x < supA

g(x) = g(sup A).

C’est une condition plus faible que la continuit�e en sup A = 1 qui assure aussi, a fortiori,
l’�egalit�e.

D�emonstration : lim
x → 1
x < 1

g(x) = g(1) �equivaut �a

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ R, 1− α < x < 1 ⇒ g(1)− ε < g(x) < g(1) + ε (P).

D’apr�es la d�emonstration pr�ec�edente, comme g est croissante, g(1) = g(sup A) est un majorant
de g(A). Montrons que c’est le plus petit.
Soit ε > 0, on choisit un r�eel α selon (P), puis on choisit un entier n > 1

α . On a 1−α < 1− 1
n < 1

donc d’apr�es (P) : g(1) − ε < g(1 − 1
n). Comme 1 − 1

n ∈ A, g(1) − ε n’est pas un majorant de
g(A). (CQFD)

Exercice 5.
On consid�ere les polynômes :

A(x) = 2x4 + 12x3 + 30x2 + 36x+ 20 et B(x) = x2 + 3x+ (3−i).

1. ES
Q
BA�]TJ/F30 Tf 4 0.7d9me1 +  Td [(1)]TJ/F35 ]TJ/F15 10.9091 Tf 7.157 -4.504 Td [(2(hoi)1(30.536 Td [3l)27(t)1(ai) 0 Tdnn w 0 0 m 4d w 0 0 m 4(x)]TJ/F30 7.9701 Tf 6.235976 8601))]TJ/F68 10.9091 Tf 17.551 0 Td [(�)485 6.234485(e)16.2F30 7.9701 Tf 6.235 4.5043.54550sup A)
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Correction :

1. La division division euclidienne de A(x) par B(x) s’�ecrit :
2x4 +12x3 +30x2 +36x +20 x2 + 3x+ (3− i)

	 2x4 +6x3 +(6− 2i)x2

6x3 +(24 + 2i)x2 +36x +20 2x2 + 6x+ 6 + 2i
	 6x3 +18x2 +(18− 6i)x

(6 + 2i)x2 +(18 + 6i)x +20
	 (6 + 2i)x2 +(18 + 6i)x +20

0

Conclusion : A(x) = B(x) C(x) avec C(x) = 2x2 + 6x+ 6 + 2i.

2. Le discriminant de l’�equation B(x) = x2 + 3x+ (3− i) = 0 est � = 32 − 4(3− i) = −3 + 4i.

Calculons les racines carr�ees de � sous la forme x+ iy avec x et y r�eels. On a les �equivalences :

(x+ iy)2 = −3 + 4i⇔

8<:
x2 − y2 = −3
2xy = 4
x2 + y2 =

√
9 + 16 = 5

⇔

8<:
x2 = 1
y2 = 4
xy = 2

Les racines carr�ees de � sont donc 1 + 2i et −1− 2i.

On en d�eduit que B a pour racines : z1 = �3�1�2i
2 = −2− i et z2 = �3+1+2i

2 = −1 + i.

Comme B est unitaire, il suit que la factorisation de B en polynômes irr�eductibles de C[X] est
B(x) = (x+ 2 + i) (x+ 1− i).

3. Comme A est un polynôme �a coe�cients r�eels, pour tout a ∈ R, A(a) = B(a) C(a) ∈ R. Donc
pour tout a ∈ R, B(a) et C(a) sont conjugu�es �a un facteur r�eel pr�es (d�ependant de a ou pas).

Il faut donc comparer les polynômes C(x) et B(x).

Il est clair que : C(x) = 2 B(x) donc pour tout α ∈ C, si B(α) = 0 alors C(α) = 2 B(α) = 0.

On en d�eduit que z1 = −2 + i et z2 = −1− i sont des racines de C. Comme C est de degr�e 2,
ce sont les seules.

En�n C a pour coe�cient dominant 2, donc la factorisation de C en polynômes irr�eductibles de
C[X] est C(x) = 2 (x+ 2− i) (x+ 1 + i).

4. D’apr�es les questions 1, 2 et 3, A(x) = B(x) C(x) = 2 (x+ 2 + i)(x+ 1− i)(x+ 2− i)(x+ 1 + i).

Or les polynômes x2 + 4x+ 5 = (x+ 2 + i)(x+ 2− i) et x2 + 2x+ 2 = (x+ 1− i)(x+ 1 + i) sont
des polynômes irr�eductibles de R[X] car ils sont de degr�e 2 et sans racine r�eelle.

Conclusion : la factorisation de A(x) en polynômes irr�eductibles de R[X] est
A(x) = 2 (x2 + 4x+ 5) (x2 + 2x+ 2).

Exercice 6.
D�eterminer les limites suivantes en justi�ant les r�esultats :

1. lim
x!+1

x3 + ex

3x3 + 1
,

2. lim
x!1

x3 − 2x2 − x+ 2

x3 − 3x2 + 3x− 1
,

3. lim
x!+1

��eix + 1
��

x
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4. lim
x!0+

x ln
�√

1+x− 1
�
.

Correction :

1. Pour tout x > 0, E(x) :=
x3 + ex

3x3 + 1
est d�e�ni et E(x) =

ex

x3
1 + x3

ex

3 + 1
x3

.

Quand x→ +∞, d’apr�es le th�eor�eme de comparaison des fonctions puissances et exponentielle,

ex

x3
→ +∞. De plus

1

x3
→ 0 donc

1 + x3

ex

3 + 1
x3

→ 1

3
.

Par cons�equent, lim
x!+1

E(x) = +∞.

2. On pose N(x) = x3 − 2x2 − x+ 2 et D(x) = x3 − 3x2 + 3x− 1.

N(1) = D(1) = 0 donc 1 est racine des polynômes N et D. On recherche la multiplicit�e de 1
dans chacun d’eux.

N0(x) = 3x2 − 4x − 1 donc N0(1) = −2. On en d�eduit que 1 est racine simple de N. On note
Q est le quotient de la division de N(x) par x − 1. On a N0(x) = Q(x) + (x − 1) Q0(x) donc
Q(1) = N0(1) = −2.

Pour le d�enominateur, on reconnâ�t une identit�e remarquable D(x) = (x − 1)3 (on peut aussi
calculer D0(1) qui est nul puis D00(1), nul aussi ; 1 est donc racine au moins triple et D est
unitaire de degr�e 3 donc D(x) = (x− 1)3).

Finalement, pour tout x 6= 1,
N(x)

D(x)
est d�e�ni et

N(x)

D(x)
=

1

(x− 1)2
Q(x).

Or lim
x!1

1

(x− 1)2
= +∞, Q est continu en 1 et Q(1) = −2 donc lim

x!1

N(x)

D(x)
= −∞.

3. On pose f(x) =
��eix + 1

��. f est une fonction r�eelle et born�ee par 0 et 2.
En e�et, ∀z ∈ C, |z| > 0 et d’apr�es l’in�egalit�e triangulaire, ∀x ∈ R,

��eix + 1
�� 6 ��eix��+ |1| = 2.

Pour tout x > 0,
f(x)

x
est d�e�ni et 0 6

f(x)

x
6

2

x
.

D’apr�es le th�eor�eme des gendarmes, on en conclut que lim
x!+1

f(x)

x
= 0.

4. On pose g(x) = ln
�√

1+x− 1
�
.

Soit x > 0,
√

1+x >
√

1 = 1 car la fonction racine carr�ee est strictement croissante sur R+. Il
suit que

√
1+x− 1 > 0 et donc g(x) est bien d�e�ni.

On a de plus
√

1+x− 1 =
(1 + x)− 1√

1+x+ 1
=

x√
1+x+ 1

.

Donc x g(x) = x ln(x)− x ln
�√

1+x+ 1
�
.

D’apr�es le th�eor�eme de comparaison des fonctions puissances et logarithme, lim
x!0+

x ln(x) = 0.

Par continuit�e du logarithme en 2, lim
x!0

ln
�√

1+x+ 1
�

= ln 2 donc lim
x!0

x ln
�√

1+x+ 1
�

= 0.

On en conclut que lim
x!0+

x g(x) = 0.
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Exercice 7.
R�esoudre les syst�emes suivants (o�u a est un param�etre r�eel) par la m�ethode du pivot de Gauss.

(S1)

�
x − ay = −1

ax− y = 0
(S2)

8<:
x − y +3z −2t = 1

2x−3y+8z −7t = 1

3x − y +5z +2t = 9 .

Correction :

1. On �echelonne le syst�eme (S1) par la m�ethode de Gauss :

(S1) ⇔
�
x −ay = −1

(a2 − 1)y = a
L1

L2 − aL1

Cas 1 : a /∈ {−1, 1}. Alors a2 − 1 6= 0, ce syst�eme �echelonn�e est compatible et sans inconnue
secondaire. Il admet donc une solution unique que l’on calcule par substitution :8><>:x = −1 + ay = −1 +

a2

a2 − 1
=

1

a2 − 1
y =

a

a2 − 1

Cas 2 : a ∈ {−1, 1}. La deuxi�eme �equation s’�ecrit 0 = a or a est non nul donc le syst�eme est
incompatible.

2. On �echelonne le syst�eme (S2) par la m�ethode de Gauss :

(S2) ⇔

8<:
x −y +3z −2t = 1
−y +2z −3t = −1
2y −4z +8t = 6

L1

L2 − 2L1

L3 − 3L1

⇔

8<:
x −y +3z −2t = 1

y −2z +3t = 1
y −2z +4t = 3

L1

−L2

L3/2

⇔

8<:
x + z + t = 2

y −2z +3t = 1
t = 2

L1 + L2

L2

L3 − L2

⇔

8<:
x + z = 0

y −2z = −5
t = 2

L1 − L3

L2 − 3L3

L3

Ce syst�eme �echelonn�e est compatible et admet pour inconnue secondaire z. On pose z = λ.

(S2) ⇔

8><>:
x = −λ
y = −5 + 2λ

t = 2

L’ensemble des solutions de (S2) est donc D = {(−λ,−5 + 2λ, λ, 2) |λ ∈ R}.
D est la droite passant par le point A = (0,−5, 0, 2) et dirig�ee par le vecteur !v = (−1, 2, 1, 0).
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