Université Paris 7 Denis Diderot
MT1 (Algebre et analyse élémentaires)
Groupe 1D4, 2008-2009

Feuille d’exercices 2

Exercice 1 Faire un dessin representant les ensembles suivants :

1) I'ensemble {(x,y) € R? |zy = 0};

2) I'ensemble ANBou A = {(z,y) € R? |y—2? > 0} et B = {(z,y) € R? | 22+y? < 1};
3) I'ensemble A x R ou A = {z € R||z| < 1}.

Exercice 2 Soit f : R — R une application telle que f(z) = z2. Comparer les en-
sembles suivants

1) [0,1] et f1(f([0,1]);
2) [-1, 1] et f(f1(-1,1D);
3) (10,11 [-1,0) et f([0,1]) N f([-1,0D.

Exercice 3 Soit f : F — F une application. Soient A et B deux parties de F.

1) Montrer que f(AU B) = f(A) U f(B).

2) Montrer que f(AN B) C f(A) N f(B).

3) Constuire un exemple pour lequel I'inclusion f(AN B) C f(A) N f(B) est stricte.
4) On suppose que f est injective. Montrer que f(A N B) = f(A) N f(B).

Exercice 4 On designe par N, I’ensemble des entiers strictement positifs. Soit f : N —
N, I'application telle que f(x) = « + 1. On montrera que f est une bijection par deux
methodes.

1) Montrer que f est injective et surjective.
2) Construire une application ¢ : N* — N qui est inverse a f.

Exercice 5 Soit f : R? — R I'application de nie par f(z,y) =z — y°.
1) L’application f est-elle injective ?

2) Montrer que I'application f est surjective.

3) Trouver une application ¢ : R — R? telle que f o g = Idg.

4) Soit h : R2 — R? de nie par h(z,y) = (z + y2,y). Montrer que h est une bijection.
Determiner f o h.

Exercice 6 Soit £ un ensemble.

1) Montrer que E est un ensemble in ni si et seulement s’il existe une application
injective de N dans E.

2) En deduire que E est un ensemble in ni si et seulement s’il existe un partie F C FE
ainsi qu’une application bijective de F vers F.



Exercice 7 Soient f : E — F et g : ' — G deux applications, h = go f.
1) Montrer que I'injectivite de h implique celle de f.
2) Montrer que la surjectivite de h implique celle de g.

Exercice 8 Soit f: E — F une application. On dit que f est inversible a gauche s’il
existe une application g : F' — FE tel que g o f = Idg. L’application g est appelee une
inverse a gauche de f.

1) Montrer que, si f est inversible a gauche, alors elle est injective.

2) Construire un exemple pour lequel la fonction f est inversible a gauche et admet
plusieurs inverses a gauche.

3) Montrer que, si f est injective, alors elle est inversible a gauche.

Exercice 9 Soit un ensemble non-vide. Pour toute partie A de , on designe par
14 I'application de  vers R telle que

1, siweA,

Latw)= {o, Siwd A

1) Montrer que, pour tout A C , 1% =14, Ly + L4 = 1.

2) Soient A et B deux parties quelconques de . Montrer que A C B si et seulement
si Vw € 1a(w) <1p(w); A= Bsietseulementsi 14 =1g.

3) Montrer gque, pour toutes les parties A et Bde ,ona
Lanp=14-1p et Laup=La+1p—-1,4- 1p.

4) Soient A, B et C trois parties de . En utilisant les resultats precedents, montrer
les formules suivantes :

i) AN(BUC)=(ANBYUANDO),
i) AUBNC)=(AUB)NAUCQ),
iii) (AuB)c = A°N B¢, (AN B)t = A°U B“.
5) Soit (A;)}_; une famille de parites de . Montrer la formule d’inclusion-exclusion :

Lau.04, = Z (_1)#1_1 H Ly,

O#AIC{1,--- ,n} i€l

ou #1 designe le cardinal de I. [Indication : utiliser le fait que (4; U---U A,)¢ =
AfN---NAS et faire appel a I’exercice 6 de la feuille 1]



