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Correction du partiel du 26/11/11

Exercice 1. Question de cours
On considere une fonction f : R — R. Rappeler la de nition des enonces :

1. Ii_m f(x) =1 (ou xg et [ sont des reels).
z ¥z
2. xl!irpl f(z) = +oco.
Correction :
1. Ve>0,3a>0,Ve €Dy, |[r —xo| <a = |f(x) -] <e.
2.VA>0,3r>0,Vz €Dy, z>1r = f(x) >A.

Exercice 2.

Soit un entier n > 1.

On considere un nombre complexe non nul Z = re ou r € Rt et 6 € R.
On note A I'ensemble des racines n-iemes complexes de Z.

1. Donner la liste des elements de A.
2. Donner des nombres complexes zg et u tels Qe A={zu’ zou', 2u? ...}

3. Soit un entier p > 1, calculer la somme S = 2P,
z2A
Correction :
1. Z = re' est non nul car ~ # 0 donc Z admet n racines n-iemes distinctes qui sont les nombres :
042k T .
2z = Yre*” n  avec k entier dans [0,n — 1]. Ce sont les elements de A.

- 27 - 0 -2k . -0
2. Enposant u =¢'n,ona Vke[0,n—1], 2z, = ren et n =zuf puisque zg = /rein.
On aalors A = {zu’, zu', ..., zou" '}
) X < b kP » )
3. D’apres la question 2 : S = P = Zy ul =z (u?)".
Z2A k=0 k=0

-2p T

S est la somme des n premiers termes d’une suite geometrique de raison uP =e'"n .

Cas 1 : uP =1 c’est-a-dire QPT” est un multiple de 27 qui equivaut a p multiple de n.
On note ¢ I'entier tel que p = ¢n.

S=nzl=n(Yr)™ e n =nried,

Cas 2 : uP # 1 c’est-a-dire p n'est pas multiple de n.

1—ulm . . .
S=2z} liup =0 car u™ =1 puisque u est une racine n-ieme de 1.
— U
Exercice 3. .
On considere I'application f : R — R de nie par f(0) =0et f(z) =exp —— pourtoutz R .

2
xT
1. Etudier Iip10 f(x). f est-elle continue sur R ?
xr =

2. Donner, en le justi ant, un tableau des variations de f.
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3. Determiner, en le justi ant, si f est injective.

4. Determiner, en le justi ant, si f est surjective.

5. Soit A =[—1,2]. Calculer f(A) puis f ' f(A) et comparer les ensembles Aet f 1 f(A) .

6. Donner un exemple d’application g : R — R* (N.B. I’ensemble d’arrivee) telle que
pour toute partie Ade R, g ' g(A) = A (sans demonstration).

Correction :

1. Quand z — 0, 0n a — % — —oo donc exp — % — 0. De plus f(0) =0 donc chim)f(a:) =0.

f est un prolongement par continuite en 0 de la fonction x — exp — S qui est continue sur

2
Xz
R comme composee de fonctions continues. Donc f est continue sur R.

2. f est une fonction paire car Vr € R, f(—z) = f(x).
Il su tdonc d’etudier f sur RT.

. 2 1
f est derivable sur Rt et Vz e Rt | fY(z) = —exp ——= >0.
X X

Comme f est continue en 0, f cro’t strictement sur R™.

1 1 -
En nquand z — +oo, 0na — — — 0donc f(z) =exp —— — e? = 1 par continuite de
T x

I’exponentielle.
On a donc le tableau de variation suivant :

T |—00 0 +00

1 1
(@) \ /
0

3. f est paire donc par exemple f(1) = f(—1) bien que 1 # —1. Il suit que f n’est pas injective.
4. f est positive car I’exponentielle I’est donc par exemple —1 n’a pas d’antecedent par f. Il suit
que f n'est pas surjective.
5. D’apres la continuite et les variations de f, f([—1,2]) = [0, f(-D]U[0, f(2)] = [0, e i].
Ene et, f(-) =D < f(Q=e T car f cro’t sur RF.
Toujours d’apres le tableau de variations et la parite de f, f 1 ([0, f(2)]) = [-2,2].
Donc A C f ' (f (A)) strictement.

6. Il faut et il su t que g soit injective. Par exemple g = exp convient.

Exercice 4.
Soit la fonction f:R — R de nie par f(z) = |x] pour tout z € R (|z]| est la partie entiere de z).
On considere I'ensemble A={1—1|neN }.

1. Montrer que sup(A) existe, donner sa valeur et demontrer que cette valeur est bien le sup(A).
2. Determiner f(A).
3. Comparer sup f(A) et f(supA).
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4. [Bonus] : soit ¢ : R — R une fonction croissante de nie sur R, donner une condition su sante
sur g pour avoir sup g(A) = g(supA). La demonstration n’est pas demandee.

Correction :

1. Pour tout n >0, 1 — % < 1. Il suit que A est majore par 1, or toute partie non vide et majoree
de R admet une borne superieure, donc sup(A) existe.

Montrons que sup(A) = 1, c’est-a-dire que 1 est le plus petit des majorants de A.

Soit ¢ > 0 quelconque, on choisit n € N tel que n > % On a alors % <egdoncl—-e<1-— %
Comme 1 — % € A, il suit que 1 — ¢ n'est pas un majorant de A. (CQFD)

2. PourtoutneN,0<1-1<1ldonc|[1-21]=0.
On en deduit que f(A) = {0}.
3. f(A) est nidoncsup f(A) =max f(A) =0 et f(supA) = f(1) =1.
Conclusion : sup f(A) =0< f(supA) = f(1) =1.
Remargue : cette propriete est une consequence de la croissance de f.
Demonstration : il su t de montrer que f(supA) est un majorant de f(A). Des lors, on sait
que f(sup A) est superieur au plus petit des majorants de f(A), donc a sup f(A) .
Or pour tout x € A, = < supA car sup A est un majorant de A. Comme f est croissante, on
en deduit que f(z) < f(supA). Il suit que f(sup A) est un majorant de f(A) (CQFD).

4. llsu tque Ilim g(z) = g(supA).
xr — sup A
z < sup A

C’est une condition plus faible que la continuite en supA = 1 qui assure aussi, a fortiori,
I’egalite.
Demonstration : TIiLnl g(x) = g(1) equivaut a

<1
Ve>0,da>0,VzeR, l—a<z<l = gl)—c<gl@)<gl)+e (P).
D’apres la demonstration precedente, comme ¢ est croissante, g(1) = g(sup A) est un majorant
de g(A). Montrons que c’est le plus petit.
Soit ¢ > 0, on choisit un reel « selon (P), puis on choisit un entier n > é Onal-ac< 1—% <1
donc d’apres (P) : g(1) — e < g(1 — %). Comme 1 — % € A, g(1) — ¢ n’est pas un majorant de
g(A). (CQFD)

Exercice 5.
On considere les polyndmes :

A(z) = 22% +122° + 3022 + 362 + 20 et B(x) = 2% + 3z + (3—1).

1. ES Q IBARJ{R3Priit 86/ 15 10.9001 T 7.157 -4.504 Td [(2(hoi)1(30.536 Td [31)27(t)1(ai) O Tdnn w
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Correction :
1. La division division euclidienne de A(x) par B(z) s’ecrit :
2zt +1243 +3022 +36x +20 22+ 3z + (3—1)
o 2zt +62%  +(6— 29z
623 +(24 + 20)z? +36x +20 |222+6x+6+2i
o 623 +1822 +(18 — 6i)x
(6 +2i)2? +(18 +6i)x +20
o (6 + 2i)x%> +(18 + 6i)z +20
0

Conclusion : A(z) = B(z) C(z) avec C(z) = 222 + 6z + 6 + 2i.

2. Le discriminant de I’equation B(z) =22 +3z+ (3 —4) =0est =32 —-4(3—14) = —3+4i.
Calculons les racines carrees de  sous la forme x + iy avec x et y reels. On a les equivalences :
§x2—y2=—3 2332:1
(z+iy)?=-3+4is  2zy=4 & yr=4
S22+ y?=,9+16=5 T oay=2
Les racines carrees de  sont donc 1+ 2; et —1 — 2i.
On en deduit que B a pour racines : z; = 252l = -2 —j et zp= 242 = 1+,
Comme B est unitaire, il suit que la factorisation de B en polynémes irreductibles de C[X] est
Bx)=(@+2+)(x+1-—1).

3. Comme A est un polyndme a coe cients reels, pour tout a € R, A(a) = B(a) C(a) € R. Donc
pour tout a € R, B(a) et C(a) sont conjugues a un facteur reel pres (dependant de a ou pas).
Il faut donc comparer les polynémes C(z) et B(z).

Il est clair que : C(z) = 2B(z) donc pour tout a € C, si B(a) = 0 alors C(a)) = 2B(a) = 0.
On en deduit que z7 = —2+i et z3 = —1 — i sont des racines de C. Comme C est de degre 2,
ce sont les seules.

En n C a pour coe cient dominant 2, donc la factorisation de C en polynémes irreductibles de
C[X]est C(x)=2(x+2—13)(xz+1+9).

4. D’apres les questions 1, 2 et 3, A(x) =B(@)C(z) =2(z+2+i)(z+1—i)(z +2—1i)(z + 1+1).
Or les polyndémes 22 +4x +5=(z+2+i)(z+2—13) et 22 +2x+2 = (z + 1 —i)(z + 1 +1) sont
des polyn6mes irreductibles de R[X] car ils sont de degre 2 et sans racine reelle.

Conclusion : la factorisation de A(x) en polyndmes irreductibles de R[X] est
A(z) = 2 (2 + 42 + 5) (2 + 22 + 2).
Exercice 6.

Determiner les limites suivantes en justi ant les resultats :

1.

T
z¥+1 33 +1’°
a3 =222 —x+2

. lim

z¥1 g3 —3x2+3zx -1’
. e +1
Iim —

c¥+1 x
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4, lim zIn V1+z -1 .
z 10+

Correction :
et _ et 1.,.%’
1. Pour tout x > 0, E(x) := 351 est de ni et E(x) = g m
Quand x — +o0, d’apres le theoreme de comparaison des fonctfons puissances et exponentielle,

e” 1 1+2 1

— — +o00. De plus — — 0 donc — =,
3 P 3 3-|—xi3 3

Par consequent, lim E(x) = +oco.
z ¥+

2. Onpose N(z) =23 —222 —2+2 et D(z) =23 —32%2+3z— 1.

N(1) = D(1) = 0 donc 1 est racine des polyndmes N et D. On recherche la multiplicite de 1
dans chacun d’eux.

N'(z) = 322 — 4z — 1 donc N%(1) = —2. On en deduit que 1 est racine simple de N. On note
Q est le quotient de la division de N(z) par z — 1. On a N'(z) = Q(z) + (z — 1) Q'(x) donc
Q1) =N’(1) = —2.

Pour le denominateur, on reconna une identite remarquable D(z) = (z — 1)? (on peut aussi
calculer D'(1) qui est nul puis D®(1), nul aussi; 1 est donc racine au moins triple et D est
unitaire de degre 3 donc D(z) = (z — 1)3).

N(x) N(z) _ 1

Finalement, pour tout z # 1, D() est de ni et D) ~ (- 1) Q(x).
Or lim ot +00, Q est continu en 1 et Q(1) = —2 donc lim N(@) _ —
55!1(1'—1)2_ oo - ;B!lD(ZL')_

3. On pose f(z) = e +1 . f est une fonction reelle et bornee par 0 et 2.
Ene et, Vz € C,|z| >0 et dapres I'inegalite triangulaire, Vo € R, e +1 < €* +|1| =2.

i 2
Pour tout = > 0, @estde ni et Ogﬁg—.
X X X
D’apres le theoreme des gendarmes, on en conclut que I'ier1 @ =0.
x =2 X

4. On pose g(z) =1In V1+z -1 .
Soit z > 0, 1+x > /1 =1 car la fonction racine carree est strictement croissante sur R*. Il
suit que v/1+x — 1 > 0 et donc g(z) est bien de ni.

l+z)-1 x
On a de plus V1+z —1= = .
P v itz +1 Jito+1

Donc zg(x) =zIn(z) —xz In V1+x+1 .
D’apres le theoreme de comparaison des fonctions puissances et logarithme, Iim+ zlIn(z) =0.
z 10

Par continuite du logarithme en 2, IiEnOIn vV1+z+1 =1In2 donc Iim)azln 1+xz+1 =0.

On en conclut que lim xg(x) =0.
z 10t
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Exercice 7.
Resoudre les systemes suivants (ou a est un parametre reel) par la methode du pivot de Gauss.

8

< —y+3z-2t=1
(S2) _ 2x—-3y+8z—-7t=1

T 3z —y+5z+2t=9.

r—ay=-1

S
(S1) ar—y =0

Correction :
1. On echelonne le systeme (S;) par la methode de Gauss :

T —ay = -1 L,
S
(1)<:> (a2—1)y = a Lg—aLl
Cas 1:a¢ {-1,1}. Alors a®> — 1 # 0, ce systeme echelonne est compatible et sans inconnue
secondaire. 1l admet donc une solution unique que I’on calcule par substitution :
8
2

= . et 1
m__1+ay__1+a2—l_a2—1

> _ a
YT @21

Cas 2: a € {—1,1}. La deuxieme equation s’ecrit 0 = a or a est non nul donc le systeme est
incompatible.

2. On echelonne le systeme (S2) par la methode de Gauss :
8 8

<z -y +3z -2t = 1 L <z —y +3z -2t = 1 L,
(S2) & _ —y +2z -3t = -1 Ls—-2L, & _ y —2z +3t = 1 —Lo
- 2y —4z +8t = 6 L3-—3L, - y —2z +4t = 3 Lj3/2
8 8
<z +z +t = 2 Li+L <z + z = 0 L;-—Ls
& y —2z +3t = 1 Lo & y —2z = -5 Ly—3Lg
- t = 2 L3 — L2 - t = 2 L3
Ce systergg echelonne est compatible et admet pour inconnue secondaire z. On pose z = A.
=2r=-A
(S2) & Y= —5+2\
“t=2

L’ensemble des solutions de (S2) est donc D = {(—\, =5+ 2\, \,2) | A € R}.
D est la droite passant par le point A = (0, —5,0,2) et dirigee par le vecteur 7 = (—1,2,1,0).



