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Chapitre précédent       Chapitre suivant

Systèmes de numération

Généralités

Les systèmes de numération additifs

Dans de tels systèmes, chaque caractère utilisé dans la représentation d'un nombre a une valeur indépendante de la position qu'il occupe dans
la représentation. 
Le nombre représenté est simplement la somme des nombres associés aux symboles qui composent sa représentation. 
Avant 1900 avant J.C les systèmes de représentation des nombres étaient de ce type appelé systèmes de numération additifs.

Des exemples en sont :

la numération égyptienne : elle utilisait différents signes pour représenter des quantités : le bâton, l'anse du panier, le rouleau de papyrus,

la fleur de lotus, le doigt montrant les étoiles, le têtard de grenouille, dieu soutenant le ciel) en respectant la «loi du dix contre un» (une
anse vaut dix bâtons, 1 rouleau de payrus vaut dix anses, ...) :

De même :

Autre exemple, le nombre 1222346 est représenté par :

la numération romaine : elle utilise seulement 7 caractères

http://www.pps.univ-paris-diderot.fr/~jmr/enseignements/PF1/partie1.html
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ce qui donne

S'ajoute une règle soustractive :

le I placé avant le V ou le X, est compris comme soustraction
le X placé avant le L ou C est compris comme soustraction

le C placé avant le D ou M est compris comme soustraction
Ainsi

45 s'écrit XLV

1999 peut s'écrire MCMXCIX, MCMXCVIIII ou MDCCCCLXXXXVIIII
Pour les grands nombres, utilisation du surlignement (multiplication par 1.000) et double surlignement (multiplication par 1.000.000).

Ainsi les nombres 5112 et 3774 sont représentés par

Les systèmes de numération purement positionnels

Tous les nombres entiers naturels peuvent être représentés comme suite finie de symboles pris appartenant à un ensemble fini de b (appelé

base) de caractères (appelés chiffres). 
A chaque chiffre est associée une valeur comprise entre 0 et b - 1 (contrairement aux représentations additives, les représentations positionnelles

supposent l'existence d'une représentation du zéro qui est appararue assez tard). 

La valeur associée à un caractère dans la représentation d'un nombre dépend de sa position : cette position exprime une puissance de la base et
la valeur du caractère est égal à cette puissance multipliée par la valeur associée au chiffre.

le système positionnel décimal : système développé en Inde. Expression du nombre en base dix en utilisant dix chiffres représentant les dix
chiffres/nombres compris entre zéro et neuf.

les chiffres utilisés en Inde :

les chiffres arabes utilisés au moyen âge :

Des exemples :
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Les systèmes de numération mixtes

Les babyloniens utilisaient une numération de position de base soixante, n'utilisant que deux chiffres : le chevron et le clou, pour représenter les

chiffres sous forme additive décimale, le chevron valant 10 clous.

Selon leur position dans l'écriture d'un nombre, les chiffres de la numération babylonienne peuvent désigner des unités, ou des groupes de 60

unités, ou des groupes de 60 x 60 unités, ...

Les systèmes de numération positionnels

Définitions générales

un système de numération est positionnel si la valeur d'un chiffre dépend de sa position
un système de numération positionnel est caractérisé par sa base, c'est-à-dire le nombre de «chiffres» qui y sont utilisés pour écrire les
nombres :

le système que nous utilisons couramment est le système en base dix, système décimal (il s'introduit de façon naturelle dans l'histoire
par correspondance avec les dix doigts de la main). 
En base dix, on utilise les dix chiffres : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9

le système de numération binaire a comme base deux et il utilise deux symboles pour écrire les nombres, ce sont les deux chiffres 0
et 1 
Comme on peut l'imaginer, il joue un rôle fondamental en informatique pour la représentation des nombres.
deux autres systèmes importants en informatique sont les systèmes octal (base huit utilisant les huit chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, et 7)

et hexadécimal (base seize utilisant les seize chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E et F)
un système sexagésimal est un système en base soixante (2000 ans av-JC), les Babyloniens employaient ce système. L'intérêt du
nombre soixante est qu'il admet de nombreux diviseurs.
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un nombre entier (positif) représenté en base b par
anan-1an-2 ..... a2a1a0

ce qu'on notera le cas échéant
(anan-1an-2 ..... a2a1a0)b

a pour valeur (en confondant les chiffres et la base avec leur valeur naturelle)

an×bn + an-1×bn-1 + an-2×bn-2 + ..... + a2×b2 + a1×b1 + a0×b0

Rappelons que b1=b et b0=1 (pour tout entier non nul b)
des exemples :

(201)trois : deux fois neuf (trois puissance deux) + 0 fois trois (trois puissance un) + une fois 1 (trois puissance zéro), soit dix neuf

(201)sept : deux fois quarante neuf (sept puissance deux) + 0 fois sept (sept puissance 1) + une fois 1 (sept puissance zéro), soit

quatre vingt dix neuf
(201)huit : deux fois soixante quatre (huit puissance deux) + 0 fois huit (huit puissance un) + une fois 1 (huit puissance zéro), soit

cent vingt neuf

(201)dix : deux fois cent (dix puissance deux) + 0 fois dix (dix puissance un) + une fois 1 (dix puissance zéro), soit deux cent un

(201)seize : deux fois cent cinquante six (seize puissance deux) + 0 fois seize (seize puissance un) + une fois 1 (seize puissance

zéro), soit cinq cent treize
il doit être clair que le chiffre de droite de la représentation d'un nombre n en base b n'est rien d'autre que le reste de la division du
nombre n par b

Question : quelle est la représentation du nombre b en base b ?

Conversion d'un nombre décimal en sa représentation dans une base b quelconque

On peut procéder de manière empirique, tout du moins pour les petits nombres, la notion de petitesse étant relative à la connaissance qu'on a
des valeurs des puissances de la base b ...... 

Ainsi, pour convertir le nombre 3317 en base deux, il suffit de savoir que ce nombre est compris entre 4096 (212) et 2048 (211) et de connaître

les puissances inférieures pour procéder comme suit :

3317 = 2048 + 1269 = 211 + 1269

1269 = 1024 + 245 = 210 + 245

245 = 128 + 117 = 27 + 117

117 = 64 + 53 = 26 + 53
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Ce principe peut être étendu au passage de la base dix à une base quelconque (et plus généralement du passage d'une base b quelconque à

une base b' tout aussi quelconque).

Si on divise un nombre n exprimé sous forme décimale par le nombre b, on obtient un quotient q et un reste : ce dernier est un nombre inférieur
à b qui sera le chiffre de droite de la représentation du nombre n dans la base b. 

En continuant, c'est-à-dire en divisant q par b, on obtiendra un reste qui sera le second chiffre à partir de la droite de la représentation du
nombre en base b. L'opération se poursuivra jusqu'à atteindre un quotient nul.

Ainsi, pour le nombre dont l'écriture décimale est 3317, pour déterminer sa représentation en base huit, on peut diviser la suite de divisions

par huit suivante :

On en déduit la représentation du nombre en base huit du nombre : 6365

Exercices

Convertir le nombre 4924 dans les bases deux, huit et seize 

(réponse : (133C)seize   (11474)huit    (1001100111100)deux )

Convertir le nombre 12887 en base douze 
(réponse : 755B)

Convertir le nombre 72287 en base cinq 
(réponse : 4303122)

Conversion d'un nombre écrit en base b en sa représentation décimale

Pourquoi ne pas procéder comme on l'a fait pour passer de la base 10 à la base b, c'est-à-dire faire des divisions successives du nombre
exprimé en base b par 10 exprimé en base b.

Ainsi, pour passer de la représentation (1363)sept d'un nombre en sa représentation décimale, il « suffit » d'itérer la division de ce nombre par

dix (dont la représentation en base sept est 13), jusqu'à obtenir un quotient nul. 
Les restes successifs fournissent les chiffres du nombre dans sa représentation décimale. Cela conduit à (535)dix. 

Question de confiance et/ou de connaissance de l'arithmétique en base sept et des tables d'addition et de multiplication dans cette base :

 + 0 1 2 3 4 5 6

 0  0 1  2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6 10

2 2 3 4 5 6 10 11

3 3 4 5 6 10 11 12

4 4 5 6 10 11 12 13

5 5 6 10 11 12 13 14

6 6 10 11 12 13 14 15

      

 ×  0  1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 11 13 15

3 0 3 6 12 15 21 24

4 0 4 11 15 22 26 33

5 0 5 13 21 26 34 42

6 0 6 15 24 33 42 51

Mais là l'utilisation de l'utilitaire bc d'Unix/Linux s'avère bien utile pour effectuer les calculs en base sept ....

ibase=7    ← les nombres sont entrés en base sept 
obase=7    ← les nombres affichés sont dans la base 7 

1363%13    ← 13 en base sept correspond au nombre dix (sept + trois) 
5          ← le reste est cinq : 5 est le chiffre des unités en base dix 

1363/13    ← calcul du quotient de la division en base sept à qui sera utilisé pour continuer 
104 

104%13     ← calcul du reste suivant 
3          ← c'est le chiffre des dizaines 

104/13     ← quotient suivant de la division en base sept pour déterminer le prochain chiffre 
5 
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5%7        ← reste suivant 
5          <-- c'est le chiffre des centaines 

5/7        ← quotient suivant 
0          ← il est nul : c'est donc fini

L'interprétation de ces calculs correspond à (on fait les opérations en base sept) :

1363 = 104 * 13 + 5

104 = 5 * 13 + 3
5 = 0 * 13 + 5

La représentation décimale du nombre est donc bien 535.

Cette méthode, au demeurant simple, est non utilisable car peu de gens maitrisent les arithmétiques non décimales (connaissances des tables
d'addition et de soustraction, formatage de l'esprit aux calculs dans la base dix, ...).

On procède généralement au calcul brutal correspondant à la définition de ce qu'est la représentation du nombre en base b, à savoir au calcul de
la valeur décimale de 

         an×bn + an-1×bn-1 + an-2×bn-2 + ..... + a2×b2 + a1×b1 + a0×b0

une première façon de procéder consiste à calculer les différentes puissances de b en utilisant le fait que bm = b × bm-1, multiplier

chacune par le coefficient associé et sommer le tout. 
Ainsi pour le nombre représenté en base 8 par 30624, on calculera

80 = 1 et avec le coefficient 4, on obtient 4

81 = 8 × 1 = 8 et avec le coefficient 2, on obtient 16. On peut sommer ce 16 avec le 4 précédent : on obtient 20

82 = 8 × 8 = 64 et avec le coefficient 6, on obtient 384. On peut sommer ce 384 avec le 20 précédent : on obtient 404

83 = 8 × 64 = 512 et avec le coefficient 0, on obtient 0

84 = 8 × 512 = 4096 et avec le coefficient 3, on obtient 12288. On peut sommer ce 12288 avec le 404 précédent : on obtient
12692

La représentation décimale du nombre est donc 12692.

Prenons comme second exemple le nombre (1363)sept. Sa valeur décimale est obtenue par

1×73+3×72+6×71+3×70 
= 1×343+3×49+6×7+3×1 
= 343+147+42+3 
= 535

une deuxième façon de procéder est d'exploiter les chiffres de la représentation de gauche à droite (et non de droite à gauche comme
dans la méthode précédente). 

Pour en comprendre le principe, il « suffit » de récrire l'expression 

         an×bn + an-1×bn-1 + an-2×bn-2 + ..... + a2×b2 + a1×b1 + a0×b0

sous la forme équivalente suivante :

         ((...(((an) × b + an-1) × b + an-2 ) × b + ..... + a2) × b + a1) × b + a0

Cette écriture appliquée à la représentation octale précedente donne :

         ((((3) × 8 + 0) × 8 + 6 ) × 8 + 2) × 8 + 4

Son évaluation correspond au schéma suivant :

Cette méthode (appelée méthode de Horner) est celle qui demande le moins d'opérations. Sur notre exemple, on peut constater qu'on fait
4 additions et 4 multiplications alors que la première méthode demande 8 multiplications (le double) et 4 additions.
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Prenons comme second exemple le nombre (1363)sept. Sa valeur décimale est obtenue par l'expression suivante :

(((1×7+3)×7+6)×7)+3 
= 535

L'exemple de la base deux

Pour obtenir l'expression binaire d'un nombre exprimé en décimal, il suffit de diviser successivement ce nombre par 2 jusqu'à ce que le quotient

obtenu soit égal à 0. 
Comme pour la conversion dans le système décimal les restes de ces divisions lus de bas en haut représentent le nombre binaire.

ce qui conduit pour le nombre 4410 à la représentation 101100 (qui exprime que 44 = 25 + 23 + 22)

Le système octal

Relation entre le système octal et le système binaire

Il peut s'avérer nécessaire de rajouter des 0 à gauche pour que le nombre de chiffres bianires soit un multiple de trois (cela n'est pas nécessaire,

mais le regroupement de chiffres doit s'effectuer en partant de la droite, le dernier groupe obtenu à gauche aura éventuellement moins de trois
chiffres et les zéros à gauche seront implicites).

Autres exemples :

Le système hexadécimal

Système positionnel associé à la base seize utilisant les dix chiffres de 0 à 9 plus les 6 lettres/chiffres chiffres A, B, C, D, E et F (ou leur

équivalente minuscule) associés respectivement aux valeurs dix, onze, douze, treize, quatorze et quinze

Par exemple, le nombre dont la repésentation en base seize est B4EA8 a comme représentation décimale :

11×164 + 4×163 + 14×162 + 10×161 + 8×160 

= 11 ×65536 + 4×4096 + 14×256 + 10×16 + 8×1 

= 720896 + 16384 + 3584 + 160 + 8 
= (741032)10
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17 2 1

2 0 2

et que les divisions successives par seize, conduisent à la suite :

4570812 285675 C (douze)

285675 17854 B (onze)

17854 1115 E (quatorze)

1115 69 B (onze)

69 4 5

4 0 4

La représentation en base deux 100 0101 1011 1110 1011 1100 se déduit de la représentation 45BEBC en base seize.

Les arithmétiques dans les bases deux et seize

La base deux

La base deux a au moins une vertu : pour y faire de l'arithmétique, il y a très peu de tables d'addition (addition de 0 et de 1) et de multiplication

(multiplication par 0 et par 1) à apprendre. Et ces tables sont simples :

 +  0 1

0 0 1

1 1 10

 ×  0  1 

0 0 0

1 0 1

Le revers de la médaille est que le codage des nombres utilise beaucoup de chiffres. 

L'exemple suivant correspond à l'addition des entiers 1567 et 379 exprimés en base deux (les retenues sont en bleu):

  00011111111 
  11000011111 
+   101111011 
------------- 
= 11110011010

Pour faire des soustractions, on procède de manière habituelle. Ainsi pour les deux mêmes nombres

  11000011111 
-   101111011 
  01111000000 
------------- 
= 10010100100

Terminons avec une multiplication (ici celle de 29 par 21)

        11101 
      × 10101 
------------------- 
        11101 
      11101.. 
    11101.... 
    111011 
------------------- 
   1001100001

La base seize

Elle fournit une écriture plus compacte des nombres. Mais l'arithmétique suppose la connaissance de seize tables d'addition et de seize tables de

multiplication.

 +  0  1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10

2 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11
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3 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12

4 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13

5 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14

6 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15

7 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16

8 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17

9 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18

A A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

B B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A

C C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B

D D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C

E E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C 1D

F F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C 1D 1E

 ×  0  1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F

2 0 2 4 6 8 A C E 10 12 14 16 18 1A 1C 1E

3 0 3 6 9 C F 12 15 18 1B 1E 21 24 27 2A 2D

4 0 4 8 C 10 14 18 1C 20 24 28 2C 30 34 38 3C

5 0 5 A F 14 19 1E 23 28 2D 32 37 3C 41 46 4B

6 0 6 C 12 18 1E 24 2A 30 36 3C 42 48 4E 54 5A

7 0 7 D 15 1C 23 2A 31 38 3F 46 4D 54 5B 62 69

8 0 8 10 18 20 28 30 38 40 48 50 58 60 68 70 78

9 0 9 12 1B 24 2D 36 3F 48 51 5A 63 6C 75 7E 87

A 0 A 14 1E 28 32 3C 46 50 5A 64 6E 78 82 8C 96

B 0 B 16 21 2C 37 42 4D 58 63 6E 79 84 8F 9A A5

C 0 C 18 24 30 3C 48 54 60 6C 78 84 90 9C A8 B4

D 0 D 1A 27 34 41 4E 5B 68 75 82 8F 9C A9 B6 C3

E 0 E 1C 2A 38 46 54 62 70 7E 8C 9A A8 B6 C4 C2

F 0 F 1E 2D 3C 4B 5A 69 78 87 96 A5 B4 C3 D2 E1

A partir de là, les opérations sont réalisées de manière habituelle :

exemple d'addition (retenues en bleu):

  10110 
   A59E 
+ C87A7 
-------- 
= D2D45

exemple de soustraction (retenues en bleu):

  C87A7 
-  A59E 
  10010 
-------- 
= BE209

exemple de multiplication

      A74 
    ×  59 
   ------- 
     5E14 
    3444. 
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   ------- 
  = 3A254

Et les nombres non entiers ?

Les fractions

En ce qui concerne les fractions écrites sous la forme m / n, on peut adopter de les conserver sous cette forme en utilisant les

représentations dans la base choisie des nombres m et n. 

Il n'existe cependant pas de type de base pour les fractions dans les langages tels que Java, C ou C++. Utiliser des fractions
suppose de définir un nouveau type et de programmer les opérations arithmétiques.

Les nombres décimaux en virgule fixe

Intéressons nous aux nombres dits décimaux, c'est-à-dire qui s'écrivent sous la forme d'une partie entière, suivie d'une virgule
dite fixe (les anglo-saxons utilisent un point à la place de la virgule), elle-même suivie d'une partie décimale finie, comme par

exemple 968,7894 (la fraction 1/3 n'est pas représentable sous la forme d'un entier décimal).

En ce qui concerne la partie entière, c'est simple. Dans la base b, elle est constiuée de la représentation dans cette base de la

partie entière du nombre. 
Ainsi pour le nombre 968,7894, la partie entière sera ainsi  :

1111001000 en base deux
1710 en base huit

3C8 en base seize

2552 en base sept

En ce qui concerne la partie décimale, nous allons procéder comme nous l'avons fait pour les entiers et revenir sur
l'interprétation des chiffres et leur poids dans la représentation décimale.

Dans la partie décimale du nombre précédent, à savoir ,7894, les chiffres correspondent successivement aus puissances négatives

de 10. Ainsi

le premier chiffre, 7 a un facteur pondérateur égal à 10-1

le deuxième chiffre, 8 a un facteur pondérateur égal à 10-2

le troisième chiffre, 9 a un facteur pondérateur égal à 10-3

le quatrième chiffre, 4 a un facteur pondérateur égal à 10-4

Appliqué à d'autres bases, cela donne :

(301,23)quatre=3×42 + 0×41 + 1×40 + 2×4-1 + 3×4-2 

= 3×16 + 0×4 + 1×1 + 2×0,25 + 3×0,0625 

= 49,3875

(0,36207)huit = 3×8-1 + 6×8-2 + 2×8-3 + 0×8-4 + 7×8-5 

= 8-5 (7 + 8(0 + 8(2 + 8(6 + 8(3))))) = 15495 / 32768 

= 0.47286987 ...

Pour faire apparaître successivement les chiffres de la partie décimale, il suffit d'itérer la multiplication de la partie décimale par

10 jusqu'à épuisement (ce qui revient à diviser par les puissances négatives de 10). Les chiffres qui sortent de la partie décimale
sont ceux de la la partie décimale dans l'ordre.

Conversion

On utilise donc la stratégie par multiplication successive de la base.

on multiplie la partie décimale par la base souhaitée et on note la partie entière
on multiplie ensuite la partie décimale du produit obtenu par la base et on écrit la partie entière comme nouveau chiffre de la
partie d&eacimale

on continue ce procédé jusqu'à ce que l'on atteigne le nombre de chiffres significatifs souhaité ou qu'on ait un produit nul

Les chiffres produits sont écrits de gauche à droite.

Des exemples

considérons la partie décimale ,2734375. 

Les multiplications successives par 2 (base dans laquelle on souhaite obtenir la représentation) donne :
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,2734375 * 2 = 0,5468750

,5468750 * 2 = 1,0937500
,0937500 * 2 = 0,1875000
,1875000 * 2 = 0,3750000

,3750000 * 2 = 0,7500000
,7500000 * 2 = 1,5000000
,5000000 * 2 = 1,0000000

La partie décimale s'écrit donc en base deux sous la forme 0100011, ce qui exprime que cette partie décimale s'exprime comme
somme de puissances négtives de 2 et plus exactement

,2734375 = 2-2 + 2-6 + 2-7 = 0,25 + 0,015625 + 0,0078125

dans l'exemple précédent, la partie décimale est la somme de puissances négatives de 2. mais ce n'est pas toujours le cas.
Certaines parties décimales exprimées en base dix, par définition finie, ne se traduisent pas de manière finie dans certaines autres
bases, par exemple en base deux. Cela sera la source de nombreux problèmes dans les calculs en machine impliquant des nombres

non entiers.

Considérons par l'exemple, la partie décimale très simple ,1 et cherchons sa représentation binaire :

,1 * 2 = 0,2
,2 * 2 = 0,4

,4 * 2 = 0,8
,8 * 2 = 1,6
,6 * 2 = 1,2

,2 * 2 = 0,4
,4 * 2 = 0,8
,8 * 2 = 1,6

,6 * 2 = 1,2
    .....
,2 * 2 = 0,4

,4 * 2 = 0,8
,8 * 2 = 1,6
,6 * 2 = 1,2

    .....

La partie décimale du nombre en base deux contient donc un cycle 0011 qui se répète à l'infini.

Convertie en base deux, le nombre O,1 a une représentation infinie :

0,00011001100110011...001100110011......

simplifiée de manière symbolique en

0,0(0011)ω

où la puissance ω correspond à une répétition infinie de la séquence concernée

Toute représentation finie de ce nombre n'en donnera qu'une valeur approché ce qui correspond qu'il ne peut s'écrire comme
somme de puissances négatives de 2.

Quelques mots sur la notation en virgule flottante

Etant donné un nombre réel y (positif) et b une base de numération, la représentation en virgule flottante de ce nombre repose sur

la propriété suivante :

∃  m et e tels que y = m × be

où

m est la mantisse et est de la forme 0,m1m2m3 ... 

Chacun des mi est un chiffre de la base b (et donc compris entre 0 et b-1) et m1 ≠ 0

e est l'exposant

(m,e) est la représentation en virgule flottante de x dans la base b. La contrainte de non nullité du premier digit assure l'unicité de
cette représentation (pour une base b donnée). 
Bien sûr, cette contrainte ne peut pas s'appliquer pour le cas particulier du nombre zéro. 
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Nous verrons que la représentation binaire en machine des nombres des types float et double repose (avec une légère

modification).

Chapitre précédent       Chapitre suivant
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