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Exercice 1 On considére trois urnes U,, U, et Us. L’urne U; contient deux boules noires et trois boules
rouges ; I’'urne U, contient une boule noire et quatre boules rouges ; I’'urne Us contient trois boules noires
et quatre boules rouges. Une expérience consiste a tirer au hasard une boule de U; et une boule de Us, a
les mettre dans Us, puis a tirer au hasard une boule de Us. Pour ¢ prenant les valeurs 1, 2 et 3, on designe
par IV; (respectivement R;) I’événement « on tire une boule noire de I’'urne U; » (respectivement « on tire
une boule rouge de I’urne U; »).

1. Construire I’arbre de probabilités associée a cette expérience.

Calculer la probabilité des événements N; N Ny N N3 puis Ny N Ry N Na.
En déduire la probabilité des événements N; N N3 puis Ry N Ns.

Déduire des deux questions précédentes la probabilité de I’événement ;.
Etudier I’indépendance des événements N; et Ns.

I

Sachant que la boule tirée dans Us; est noire, quelle est la probabilité que la boule tirée de U; soit
rouge ?

Exercice 2 Une urne contient quatre boules rouges et deux boules noires indiscernables au toucher.

1. On effectue au hasard un tirage sans remise de deux boules de I’'urne. On note A, I’événement «
on n’a obtenu aucune boule noire », A; I’événement « on a obtenu une seule boule noire » et A,
I’événement « on a obtenu deux boules noires ». Calculer p(Ay), p(A1) et p(Asy).

2. Apres ce premier tirage, il reste donc quatre boules dans I’'urne. On effectue a nouveau au hasard
un tirage sans remise de deux boules de I’urne. On note B, I’événement « on n’a obtenu aucune
boule noire au tirage #2 », B, I’événement « on a obtenu une seule boule noire au tirage #2 » et B,
I’événement « on a obtenu deux boules noires au tirage #2 ».

(a) CaICUIer pAo(BO)’ DAy (BO) et DA, (BO)
(b) En déduire p(By).
(c) Calculer p(B,) et p(B>).

(d) On a obtenu une seule boule noire lors de ce second tirage. Quelle est la probabilité d’avoir
obtenu une seule boule noire lors du premier ?

3. On considére I’événement R « il a fallu exactement les deux tirages pour que les deux boules noires
soient extraites de I’une ». Montrer p(R) = 1.

Exercice 3 Une urne A contient une boule rouge et trois boules vertes. Une urne B contient deux boules
rouges et deux boules noires. Les boules sont indiscernables au toucher.

1. Ondispose d’un dé a 6 faces, parfaitement equilibré, numéroté de 1 a 6. On le lance une fois : si I’on
obtient un multiple de 3, on tire au hasard une boule de I’'urne A, sinon on tire au hasard une boule de
I’urne B.

(@) Calculer la probabilité d’obtenir une boule noire.
(b) Quelle est la couleur qui a la plus grande probabilité de sortir ?
(c) Quelle est la probabilité que la boule tirée provienne de I’urne B sachant qu’elle est rouge ?

2. On réunit toutes les boules dans une seule urne et on tire successivement trois boules que I’on pose a
chaque fois devant I’urne.

(@) Montrer que la probabilité de I’événement « la troisieme boule tirée est noire » vaut }1

(b) Certains peuvent penser que I’événement « la premiere boule tirée est noire » a une probabilité
supérieure a I’événement « la troisieme boule tirée est noire ». Est-ce vrai ? Justifier.



Exercice 4 Un employé se rend a son travail. S’il est a I’heure il prend le bus de ramassage gratuit mis a
disposition par I’entreprise, s’il est en retard il prend le bus de la ville et il lui en colte 1,5 e. Si I’employé
est a I’heure un jour donné, la probabilité qu’il soit en retard le lendemain est 1, s’il est en retard un jour
donné la probabilité qu’il soit en retard le lendemain est %

Pour tout entier naturel non nul n, on appelle R,, I’événement « I’employé est en retard le jour n ». On
note p,, la probabilité de R, et ¢, celle de R,,. On suppose p; = 0.

1. Détermination d’une relation de récurrence.
(@) Déterminer les probabilités conditionnelles Pr, (R,1) et Pg(R11).
(b) Déterminer P(R,,.1 N R,) en fonction de p, et p(R,,1 N R,,) en fonction de g,,.
(c) Exprimer p,, 1 en fonction de p,, et de ¢,.
(d) Endéduire p,1 = 1 — 2p,.
2. Etude de la suite (p,,). Pour tout entier naturel non nul n, on pose v,, = p,, — 24—3
(@) Démontrer que (v,,) est une suite géométrique de raison %
(b) Exprimer v,, puis p,, en fonction de n.
(c) Justifier que la convergence de la suite (p,,) est et calculer sa limite.

Exercice 5 On considére deux urnes U; et U,. L’urne U; contient 17 boules blanches et 3 boules noires
indiscernables au toucher. L’urne U, contient 1 boule blanche et 19 boules noires indiscernables au toucher.
On réalise des tirages en procédant de la maniere suivante :
Etape 1 : on tire au hasard une boule dans U;, on note sa couleur et on la remet dans U,.
Etape n (n > 2) :
— si la boule tirée a I’étape (n — 1) est blanche, on tire au hasard une boule dans Uy, on note sa couleur
et on la remet dans U ;
— si la boule tirée a I’étape (n — 1) est noire, on tire au hasard une boule dans U,, on note sa couleur et
on la remet dans Us.
On note A,, I’événement « le tirage a lieu dans I’urne U; a I’étape n » et p,, sa probabilité. On a donc p; = 1.

1. Calculer ps.
2. Montrer que pour tout » entier naturel non nul, p,,.; =0, 8p,, + 0, 05.
3. Calculer ps.
4. Le but de cette question est de chercher une éventuelle limite pour la suite (p,,).
(@) Démontrer par récurrence que pour tout entier n entier naturel non nul, p,, > 0, 25.
(b) Démontrer que la suite (p,,) est décroissante.
(c) Endéduire que la suite (p,,) est convergente vers un réel noté /.
(d) Justifier que ¢ vérifie I’équation ¢ = 0, 8¢ + 0, 05. En déduire la valeur de /.
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Exercice 6 On considére & stations toujours prétes a transmettre partageant un canal et utilisant un proto-
cole de type CSMA/CD. On suppose qu’il y a une probabilité p constante de (re)transmission a chaque slot
de contention.
1. Calculez la probabilité qu’une des stations acquiert le canal dans un slot. Pour quelle valeur de p cette
probabilité est-elle maximale ?
2. Calculez la probabilité que la période de contention contienne exactement j slots. En déduire le
nombre moyen de slots par période de contention, puis la durée moyenne de contention.
3.0Onprend k =2etp = % On suppose que le réseau admet un débit de 10 Mb/s, que la durée d’un
slot de contention a été fixée a 27 = 2.107% s, que chacune des deux stations veut émettre exactement
deux trames de 1000 bits aussi vite que possible et qu’elles commencent a les émettre en méme temps.
(@) Calculez la durée moyenne d’envoi des deux premiéres trames.

(b) Calculez la durée moyenne d’envoi des quatre trames.



