
Eléments de Probabilités Discrètes, Examen, tl. Paris-Diderot, May 1"1, 2074

Aucun document n'est autorisé. Justifiez vos réponses'

Durée : 3h

Exercice 1.(4 points) Nous étudions une population dans laquelle un individu sur 1000 est

a,ffecté d'une maladie M. Afin de détecter Ia maladie il existe un premier test, moins cher

mais avec une marge d'erreur, et un second test, plus cher mais sûr à 100%. Seuls les patients

ayant eu un résultat positif au premier test feront le deuxième test a^fln de conflrmer ou non

la malad.ie. Sachant que la probabitité d'être positif au premier test en ayant la maladie est

0.ggg et que la probabilité d'être positif au premier test en n'ayant pas Ia maladie est de

0.002,

Quelle est la probabitité qu'un individu positif au premier test soit malade.

Que[e est Ia probabilité qu'un individu ma.lade ne soit pas diagnostiqué ?

B. En supposant de faire Ies tests sur Lf Ade la population selon les critères ci-dessus, quel

sera le pourcentage d'individus diagnostiqués positifs ?

Exercice 2.(4 points) Une urne [/r contient trois boules noires et sept boules blanches. Une

urne I.r2 eontient cinq toules noires et einq boules blanches. On choisit une urne au hasard

(équiprobablement) et on tire une boule :

1. Qùè1è est Ià bfôUàUilité a'âvoii Chôisil'ürne f{ sàchant q-u'ôn a tiré une boule noirerqr

*È§tfi*pbt
On remet la boule tirée dans son urne et on en tire une deuxième de ia même urne. On

considère les deux événements suivants :

(a) A: "obtenir une boule blanche au premier tirage",

(b) B: "obtenir une boule blanche au second tirage"'

2. Ces événements sont-ils indépendants ?

Exercice B.(4 points) Soit une urne contenant 5 boules numérotées de 1 à 5' On tire une

bouie avec remise, puis une autre. Soient X1 Ia variable donnant Ie numéro de Ia première

boule et Xz celui de ia deuxième. Soient Y1 la variable aléatoire donna,nt le plus petit des

deux numéros et Y2 le plus grand des deux.

1, Donner les lois de Yr et Yz ,

2, Donner la loi conjointe de Yr

3. Donner la loi de probabilité

4. Étrdi*r I'indépendance des

Exercice 4.(L2 points) La régie autonome des transports de Lutèce (RATL) étudie sa

politique de tarification.
- Le pass mensuel coûte 40 euros.

- Le ticket individuel coûte 1 euros'

- L'amende en cas de contrôle d'un passager sans billet est de 60 euros.

La fréquence des cor?trôles fait qu'un passager a lTo de chance d'être contrôlé à chaque voyage,

un client réguli,er prend Ie bus 2 fois par jour, 25 jours par mois'

Soit X une variable aléatoire discrète X qui compte le nombre de contrôles effectués pa'r

mois par client régulier'

1.

2.

et Yz, c.â.d P (Y - 'i frV, : i), avec 'i € }i (CI), j € Yz(O) '

conditionnelle de X1 sachant que y1 vaut 2 ou 3.

variables X1 et Yt
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1. Donner la loi de X.
2. Quelle est son espérance ? Les clients réguliers ont-ils intérêt en moyenne à voyager sans

billet ?

3. Quelte est la variance de X?
4. LaRAIL envisage d'embaucher un contrôleur supplémentaire pour doubler les chances

de contrôle. Le salaire d'un contrôleur lui coûte 3000 euros par mois. A partir de combien

de clients fraudeurs est-ce intéressant en moyenne pour la RATL ?

5. Monsieur Têtenlair est un client régulier un peu distrait : à chaque voyage il perd tout
de suite son titre de transport avec 1% de chance. Supposons que l'on soit dans le cas

où la RATL a décidé d'embaucher un contrôleur supplémentaire. Quelle est sa dépense

moyenne par mois si :

(a) It achète un abonnement puis, s'il le perd, il achète des tickets.

(b) n achète un abonnement puis, s'il le perd, it fraude pour le reste du mois.

(.) I1 achèté un tièket püi§, s'il té pêfd, il cohtinue le voyage sa,ris titre de transport.

(d) It achète un ticket puis un autre dans le cas où il le perd. On suppose qu'il n'achète

que deux tickets par voyage au maximum.

(e) Il décide de frauder.

6. En dehors de toute considération éthique, que vous iui conseillez-vous de faire ?

Exercice 5.(8 points) Soit us üne fonction qui a.ffecte uniformement, c.a.d avec même pro-

babilité, une valeur de vérité (0 ou 1) à n, variables booléennes tLt . . . , ûn.Soit u une fonction

du même type. Soit X la variable aléatoire discrète qui compte le nombre de variables pour

lesquelles on a as(ra) : u(rr.).
1". Calculez I'ésperance ElX|
2. Donnez la meilleure borne supérieure possible à :

P(X > 1,5.E[X])

Soit ÿ une variable avec espérance ElYl.
3. Montrez que : P(Y > E[Y]) ) 0, à savoir la probabilité que une variable aléatoire

discrète soit supérieure ou égale à sa moyenne est positive.

Soit l, une formule propositionnelle qui est la conjonction de rn formuies.4r,...,A*
composées de Ia disjonction de 3 littéraux (à savoir une variabie booléenne ou sa négation).

On suppose que les variables qui apparaissent dans les 3 littéraux qui composent une formule
/i sont toutes différentes. Par exemple, voici une formule qui satisfait les conditions avec

m:2 :

A: AtAAz, A1: (-a,Y yY -z), A2= @V AV-,u) .

4. Quelle est la probabilité qu'une a,ffectation u générée de façon uniforme satisfasse une

formule A,; ?

5. Montrez qu'il existe une affectation de valeurs de vérité qui satisfait au moins S
formules Al parrrrj m.


