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a
hetés.Exer
i
e 1Etant donné un ensemble E, on appelle partition de E, un ensemble (Pi), i ∈ I de partiesde E, non vides, disjointes 2 à 2 et dont la réunion fait E. Si par exemple E = {1, 2, 3, 4, 5, 6},l'ensemble {{1, 2}, {3, 5, 6}, {4}} est une partition de E en 3 ensembles.Dans 
et exer
i
e, on se propose de 
al
uler le nombre de partitions d'un ensemble En à
n éléments. On note Mn 
e nombre et Mn,p le nombre de partitions de En en p ensembles.1) É
rire et 
ompter les di�érentes partitions pour les ensembles E2 = {1, 2}, E3 =

{1, 2, 3}, et E4 = {1, 2, 3, 4}.2) Montrer que ∀n ∈ N
∗, Mn =

n
∑

k=1

Mn,k.3) Si Sn,k est le nombre de surje
tions d'un ensemble à n éléments sur un ensemble à kéléments, montrer que Sn,k = k!Mn,k.4) À l'aide de la formule d'in
lusion-ex
lusion, 
al
uler Sn,k (vu en 
ours).5) En déduire 
omme double somme l'expression de Mn.6) Question fa
ultative. Par 
onvention, on note M0 = 1. Montrer que ∀n ∈ N
∗,

Mn =

n
∑

k=1

Ck−1
n−1Mn−k.On rappelle que Ck

n =
(

n
k

) sont des notations pour les 
oe�
ients binomiaux.Exer
i
e 2On 
onsidère le plan 
artesien dis
ret Z
2 muni d'un repère orthonormé. Un 
hemin deDy
k de longueur n est un 
hemin dans le plan Z

2 formé de pas nord-est (1, 1) ou sud-est
(1,−1), issus de l'origine (0, 0) et terminant en (n, 0). Un tel 
hemin peut également être vu
omme suite de points M0, . . . ,Mn ave
 Mi = (i, yi) où y0 = 0, yn = 0, yi+1 = yi ± 1, et
yi > 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}. La longueur d'un 
hemin de Dy
k est le nombre de ses pas. Dans la�gure 1 on a un exemple de 
hemin de Dy
k de longueur 20.1



0 12 20Fig. 1 � Un 
hemin de Dy
kOn note Dn l'ensemble des 
hemins de Dy
k de longueur n et dn son 
ardinal. On pose d0 =
1 par 
onvention. On note Cn l'ensemble des 
hemins de Dy
k de longueur n ne ren
ontrantl'axe x qu'au début et à la �n et cn son 
ardinal. On note Bn l'ensemble des 
hemins de Dy
kde longueur n ren
ontrant au moins une fois l'axe des x en un autre point que M0 et Mn et
bn son 
ardinal.1) Montrer que la longueur d'un 
hemin de Dy
k est né
essairement paire.2) Dessiner et 
ompter les 
hemins de Dy
k de longueur n, pour n= 2, 4, 6.3) Montrer qu'un 
hemin de Dy
k de longueur n = 2m ren
ontre l'axe des x né
essairementdans des points (2p, 0), ave
 p entre 0 et m.4) Pour p entre 1 et m− 1, on note B2m,p l'ensemble des 
hemins de Dy
k tou
hant pourla première fois (sans 
ompter le point M0) l'axe des x en un point (2p, 0) et b2m,p son
ardinal. Dans l'exemple de la Figure 1 le 
hemin tou
he l'axe x pour la première foisau point (12, 0). Montrer que B2m = ∪2m−1

p=1 B2m,p. Cette union est-elle disjointe ?5) Soit D = M0, . . . ,M2m un 
hemin de Dy
k qui tou
he l'axe x pour la première fois aupoint (2p, 0) : montrer que le 
hemin M0, . . . ,M2p est un 
hemin de Dy
k qui ne tou
hel'axe x qu'en M0 et en M2p ; montrer que le 
hemin M2p, . . . ,M2m est un 
hemin deDy
k. En déduire que b2m,p = c2p ∗ d2(m−p).6) En translatant l'axe des x de façon 
onvenable, montrer que c2m = d2(m−1).7) Déduire des points 6) et 7) que pour m > 1, d2m = d2(m−1) +

m−1
∑

p=1

d2p−2 ∗ d2(m−p).8) Cal
uler dn, pour n = 2, 4, 6, 8 à partir de la ré
urren
e pré
édente.Exer
i
e 3Soit n ∈ N
∗, E un ensemble de 
ardinal n et P (E) l'ensemble de ses parties.1) Trouver le nombre de 
ouples (X,Y ) d'éléments de P (E)2 tels que X ∪ Y = E et

X ∩ Y = ∅.2) On veut trouver le nombre de 
ouples (X,Y ) d'éléments de P (E)2 tels que X ∪Y = E.� Montrer par double 
omptage que n
∑

k=0

(

n

k

) k
∑

i=0

(

k

i

)

= 3n� Montrer par la formule du bin�me (é
rire la formule) que n
∑

k=0

(

n

k

) k
∑

i=0

(

k

i

)

= 3n.� En déduire le nombre de 
ouples (X,Y ) d'éléments de P (E)2 tels que X ∪ Y = E.3) Trouver le nombre de triplets (X,Y,Z) d'éléments de P (E)3 tels que X ∪ Y ∪ Z = E.4) Question fa
ultative. Trouver le nombre de p-uples (X1, . . . ,Xp) d'éléments de P (E)pdont la réunion vaut E. 2


