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Cours de Combinatoire

29 décembre 2013

1 Rappels sur les ensembles

Définitions
ot A% Bey 2Mmsly Y. Nnd¥pmr:
— Al son r®m cad %NOog T EG, b e Ty A
— AUB  juon*ryA% B AUB {zx:xz€Ao z€B};
— ANB sy onery A% B ANB {z:x€ A% x € B};
— ACBe portot z ¢ x € Aa orsex € B;
— A\Ba & wwm&*rvyAY% B AAB {x:2€A% x¢ B}
— AX B sty %¥% © pworronnts (z,y)t% q ¥x €A% yeB

AxB {(z,y):x €A% ye B}

Proprietés
— A |B| [AUB|>-|AN B
— |AxB| |A4-|B|
— |A"| |A|" po rneN.

2 Applications, fonction caractéristique, arrangements

Définitions
— ot A% Bry 2oty Y. D pp avon¢ryAmneB nd¥imr ¢: A — Ba swoick
a aq¥Ehyut a €A n ng ¥hhet B nd b P(a). org¥ Yyt on p¥t wr
NYA PPf U ON @ N 90 w-¥sfiy ¥ ¥ AX Bt% q ¥po rtot € A %ad% n
uq ¥y € Bty q ¥w(z,y) €%
— ot ACB onr%ut a fongon an ¢wsq ¥fa:B—-{0, }mar

fa(a) {O ¢afd

¢ acA

Propriétés
— Lensemble des applications de A dans B a cardinalité | B]
0T g % %%t ¥% A ona |B| posey it G ¥ coeT solv L 2.
— Lensemble des fonctions caracteristiques sur l’ensemble B a cardinalité 2™ oun  |B|.
0T v q %YMt % B ona % POy vt % ¥l c Ol OV A B
s DY i on wrvel Wiy sl % P(B) fw p k% ry B Y sty % # s fon ons
Tn g q %wer B rone/P(B) 2" o n |B|.

A

Définitions
— nwnjykond: A— B napp alonty ¥qa @aq ¥Ehyat #%B OITPONFa
P o nEG Nt wv A Atri tut ®Hy na e T 2% % Mo gy OIF A MW 4 2
— D IR Nt FYn Eh b e T M Wb DY S yorronniEyn i b e A ner 0
WLty WA M T e, T



Propriétés
— Lensemble des injections de A dans B a cardinalité¢ m(m — )...(m —n> ) ou |[A] n
et |Bl m,
DA M Poseyy vh herTY cOeT v, BT DY W Gt FHA m— posey it TeTh coer
g BT TN AN %% ¢
— Le nombre A", d’arrangements de n eléments parmi m est m(m — )...(m —n> ),
Définition
— nwsr¥kond:A— Buh niapp atont% %qa @q ¥hyat #% B erriwpons
A g0 D%t Ty A At b & el W A B et tery Apr @
vt B.
— Yy jvkon¢:A— B n¥a pp afvoon:
—Jnj%k W wclAl | B|
— 0 W ey nj%k WY o ik
Définition .
— DY PW At on T N sl ¥ EA 1 St o % DYy Jve on T B w N v -yl
Propriété
— Le nombre de permutations est €gal & n | 2:3--n
Bty % DML, fali Ons W S@ a sl % Djik ons % Emons E.

3 Double comptage et combinaisons

WL EL D g Y W Wslgy T %

Principe du double comptage : v on ©yP% % %y% e

oAb BN ® Wt e onf ro W W i Y Tt taf .

Exercice : A n a1 g % N0 T%®Y g gy MMTHE & v DA  %q , 0 N N0 I'W W T
o s % pw T

Solution : of x; ¥ N0 Ir¥FN 0 s q ¥a PWsONNY ¢ SWIPA w DA %] , D% Y % NONI¥
fda Upe enHhie Ty v n.‘{l ref atony . x;  2Y.  PPOsONs ( Y% % N0 I ®% ls qv SMTML

A W I N N0 IW g1 T T 50 0 Ybhv W T A Ol A 900 o0 % ¥ X OITYspPONTL 11 5 Wb 4 g T
Copg e 0 T; TR 1T 5 00Ib W I & 904 Wb A B TUE W Pw I % D% PYt 1% ‘A w2y, wm

ronc Ny OHLR& g on % a o pposk on Prid@@at ¥k & sul: ¥ NOL TN EFY e g SITEE A

oW N D N0 I% W T %10 5 % T

Définition
— DY Opp B N TREEL e T N N0 WYy ¥TWXIE M KT N WMoYy ¥
Yy gIEFm n. nndYy C,’f 0 (Z) WNOLE TN T Opy B O T K Gh Mt s T g N
%Ar ©n Yaty on (Z) De n<0 k<0o k>n.
Propriétés
e - . - n n!
— Valeur du coe” ciant binomial: (k) =TT
o K O P g T TR ngl Mt s kCE AR
— () G
k n—~k/*
n n—1y. n—1
o (k) ( k )\L (k—l)'

3.1 La formule du binome

Soit A un anneau et a,b € A tel que ab  ba et n € N On a=

(@™ b)" Zn: (Z) a"kpk,

k=0

na %0l O mteri,at % pwne & on.



Preuve combinatoire Dh ns % #% % 0ppl, it # prorit (a>-b)" ona (Z) A OnerAprq W ¥
b ¥ a” MRt % b pry Wwnd ey re(atb)y At coerkfosbpo rqfwmra” kbR,

Preuve par induction
— Querpa st (e b))
— 7 gon: n.s pposkq ¥(ab)"  Sp_(P)a"FbF on wet ot rw g ¥ (e b))t

L a

(@)™ (@b) @bt (@)Y (Z) o

k=0

— (n nt+l—kpk<, — (n n—kpk+1
> ()t X ()
k=0 k=0
n n n+1 n
n+1—kpk~, n+l—kpk
S (et S (1 Y
k=0
a U \Li LTS n g Ti-kpk % n- ant1-kpk
n+1 n+1 k E— 3 .

k=1

k=1 k=0
na fvs%a raton® trangy t"g’-’& S
n n n>-
L
B=G2) (%)
Exercices ,
— Calculer S Z(— )4 (n (n B q) pour 0 <p<m
= a)\p—q
P
-, . n n— n o, a, . n p n
w5 ()0 ()0 Dvsorsass (D)) (o= e
r) = q q
nop
n p n—pin—p+k —k
— Calculer S — pyn=prk(_ 3t)P
alculer pz_;)kz_o(p)(k)( ) ( )

s BB Qe e

i(")(t)w( —2t)  ( —3t)"

p=0 p

3.2 Coefficients multinomiaux

Définition .
Ba it ronn%sni >t ... > n,  n # % b W post b % © et a7 DOAA (nlnnk) W oG m

Bpr
n n
Niyee, Tk ny 2Nl
% Tq O q % ¢ L (" " " % & e ©% Tt
Y Tq e q e N ng na Ors n1ma n1 na on ryro %y g ©% ivcdl s
y DO
Propriété



— Le coe” cient multinomial ( ) est le nombre de fagons de partitionner lensemble

N1y Nk

{,...,n} en k parties Ay, ... Ay disjointes telles que |A;| n; pour tout i ook
¥a (:1) A One Ty coer Y ng oMt e T A pys (”;:1) 4 ONs Ty coer Y Mo

A , - b e T4 . (n—ni—n ) o
That o Ty Ao Ty W —ng Wb Werwa ke pyos ( ! 2) %G 7 Nt

ns
n\ [(n—mn n—mny—...—Ng_1 n|
<n1>< na >< Mk ) nng L |
— Le nombre de 77(10ts de éongueurs n sur lalphabet { ... k} contenant n; lettres i pour tout
] ...k est m”nk .

Formule multinomiale
d fory, ¥F pnovedwrerya A on oy Aty

n
(x> )" g < >z71“ Y
N1 tnp=n 1, s Tk
0 & 0¥ POt s T Yrm; > 06%sq ¥ni>..n, n.

4 Formule d’inclusion-exclusion et applications

Proposition
Soit E un ensemble et A; C E des parties de E pour i yoo,m, Alors

|A;UAU...UA, AL [AgP - A = D AN AP YT AN Ay N A
i<j i<j<k
RRRR T Co L N V- P o PO o % PR

11 <...<ip
S (= )AL N AN N A

Remarque % rm 2 onrtro wa fory, %:|A1UAs| |Ai|™|As] — |41 N Al

Proposition
Soient A et B deux ensembles de cardinal |A]  m et |B| n Le nombre de surjections de A

dans B est
0 sim<n

S;” n| sim n

Yopol= PC)n—p)™ sim>n

Preuve ks xzom <n% m n sot & dc e koY geFFLanm it nYpry YW &V 0
1] p

m>n. 4FWNN% i x ¢ W YNOuIHTR Py xh ons Fy AT ns B ¥ %W & % v DYoot

P Tk Y of

A {f:A—=B|b ¢ f(A)}, por i ,....n

na

N {f:A—=B|fnonszjve %} AU...UA,.

Ena pprqa 1t % pr ncp¥#v,nc ¢ on-%dc ¢ on on gt Mt

N i}—w1m—mmCD
% Tonc

"~ IN] §<wmpwg>

“



5 Permutations

ot 0 NYPW fationFy st ¥N  { ,...,n}. np¥t ndwa piry tat on ¥ for,
wor % % ¥andak on cxeq ¥Y% W ndak on g pyq % nFronny n % ,p¥o on ripristat

s

A g W ¥ DU, Tl ONA Wy Wt TO o ndat one & friat Y.

Notation vectorielle n %at Yetb s ,...,n % WM %0 o % Tw A 2N Tl W

2 3 4 5 e 8 0
3 2 8 0 e p)
N P%E O gy W a Pl W g% Sary:
32 8 06 5 U

o ?@O@

Notation cyclique

Notation graphique

n%at N A rya Py, fat on WEryp riwt Wl

(3 )(2)("8350)(6)( )
Exercice

— Combien de représentations cycliques admet la permutation 32 8 0@ §
At coer OrETYELNs % % on Gat e

e dcwe % por g Adckhq b

A‘Q'
% TNt on
Yt prig w. C¥t ¥ plry, tatv ona Fonchy- 3 - Uripristataty ons oy e q N & St Y.

5.1 Le groupe symétrique
Définition

— Eproryt Ty Ey apw,fatkons o % p W a puwyg taton o-pt% v q ¥portot ¢
(o-p)(@)  o(p(i))-

Exemple ot
2 3 4 . 2 3 4
7 “ 9 3 >F 3

2 Y
a Ors

Définition

na ppy W Tkt fa pw. fat on

Propriétés
— Onac-1d Id-o o

— Toute permutation o a une permutation inverse o~ * telle que o -0~ o7 1.0 1Id A
P fat on o ts v Mt v art W oonnYw Ty o Fya o oa b

Exemple A pi. tatr omw n Gt #Yy

2 3 U , 1 2 3 4
o (‘42 3) oo (32



Remarque il %% p¥y, fatv ons® s { ... n} o @ %¥ prorit e pir,, fat ons forg
n gro P ( ¥proFit Wha soiat fa b nuEY '{m Wb n bl o q WpWL, Al om NN,

Cyaro pyuh nd %S5, % on a ppy ¥ % 2ro peey,brq ?

5.2 Transpositions et involutions

Définition
Y%t n nspoety on Wh N P, fation gv Yo ngh ey 2 %% Mt e b ad sl Wwea b e A -
Mgt & o nh% plirg fatton gva n Ach¥y ong B r2 Wto o wa Hrlw Yy ong W or

Propriété
"y . . n
Le nombre de transpositions dune permutation { ,...,n} est (2)
Définition
— mnWwnw tonl n¥pW, fatonty wqg Yo Id cuta -®r% nY%pir, fati on v n%
O Mt % FWe Al Fy oong W r2 0 Fyong v
— NWnw tonanspert kW nWno tonny eftait q WFEFN Ache ¥y ong W T

2

2.
Propriété
— Le nombre I, d’involution sans point €xe est (2233,

I D WM TFO g % OpgPa Bi® s Py, tati ons % { ,...,2n} on & %1, -2"-n
(2 n) |
— Le nombre de permutations avec un cycle de longueur k et les autres de longueur 7 est
()= )y
n Qv Wt n¥hY ¥pW, fakonm cossatt Wk SYyMbsr acy@E ey () pio
MmAgrqant % oacy@ ey r(k— )).

5.3 Inversions et tableaux d’inversions
Définition

% P, tationoa nWwnwageontn (i,5) ¢ % © p¥(5,7) Wt q ¥i<j¥ o(i) >o0(j). n
wha s q %(0(i),0())) %W nW nvaeon F o,

Exemple A4 pi, fat on 32 4 a s nwgeonsa  apa & (,2) (.4 @, % (3,%).
Définition

Bfay B *inaeons* nY%pir,, fat on o % % N0 T ¥I N WTe 0Ny O M a a pa &1
po ri N

Exemple Ktay % #vnaeons*eya pu,, faton €32 3% w6 3,2, ,0, ,0,0.

Propriété Il y a une bijection entre les tableauz dinversions et l’ensemble des permutations
En% %a ptre, nfay % #Fwnvaeononpit ryonsrvriya piy, fattonmyat Yay ®
A cw¥ TretYy: Jtriy © ni T fay “y VNE Q%P T N atimxrt ¥ % non pa G
Opelf ¥ 501 P o DWW eq ¥ HEgt rYcWceh Ane mone ¥, puT tagy R 32 0 00 %H
M Prigg W% posti O nw'q %q ¥o( )% p spnnrq ¥R ﬁm :sIt s T {.2,3,45,6, } b -

a-wr%q wo( ) 6. YU nw g %¥q ¥oR)W p spganrqg %2 ShaMtepry {,2,3,45, }
cba -wrvq %o@R) 3 % G

6 Génération exhaustive

0 Wit % N0 I%F O % o Ol mb @ s @of b res o6 % %0 fon & on ¥%a fas W J% o v,
oAU TN ATEA v BN TN Qb Tt oY PWE Yt %y Fhatat frh%e Y& e v Evny pos
MO v W qanra ‘rzu: %oen n&t . na port % FY% einfntoon % N pro FFhonh G.ab g wpo T
MrTt 0 o W Y e Opy ME O T NWA 4 %



6.1 Génération de ’ensemble P(N) des sous-ensembles d’un ensemble
N=A{1,...,n}.

ler algorithme (récursif)
—mn Oaore N 0% %ol 50 sMstg BU Ml ¥ oary rinoo v {0}
— < 1on
— Engawrriw rbcre Wt sty Y P rwp v wry{ .. .,n— }:

i
— I DY OP YT G WMl ¥ M Ne g P eyt Tty eprajotwra a-
Yrn:

Q@ {EU{n}: EecP}.
—  HONT el BTN Melg e gimrrhe PUQ.
Exemple “n 3 ona {(Z)a{ }7{2}5{ 72}5{3}5{ 53}7{273}7{ 7253}}

Preuve K %a gort %% g ¥3a & fgrporforwtotis wphkwry{ ,. .. ,n}ta

P TEYs Mty ¥Fw P wEry{ ,...on— } P({,...,n— }v o Yy pr‘ﬁn}" % Mgy ¥
P ,....n— Parne g ¥boti wptwersP{ ,....,n— }a 3 % wona jot % §f,at

n.

Wpristat ons g % 90 Ml ¥ A TN { L N} Ol N NOgg TNy B I¥A N oo I

Tp...T18 NCT; ¢ 1 €A x; 0e¢non. npyta orsMEFTNto s W @t Y w% P(N)
ngrn it to o e F Wt 7% 00...0a

n n

— npt *rve 00...0.

— — Arrét e

n
— Suivant a 1% a ¥Eh ony W rE T eE %
Exemple % rn 3 M0 ryprviiaty ony m Yy on qgfv b
000 00 00 0 00 0 0

Ent @b rym b % s P(N) a port ., %*ronny:
— npta e sty ¥A 0% P A
— nocWce¥ ¥p o PWE N0 ¥ FY N g nlh pooEons A
— Arrét «, nyes¥pe ba ®wrye A { ... ,n} ona a nEya port 4w
— Suivant v, ¥as%on M EWEY AL0 v W NOETIN D o PHteq ¥J B ony nstwy g
Doty %W e b ¥ w6 %¥no w A% P PUA n evn
CHa port ,wuha orefgsy a ba a gort L Y%ev all

2éme algorithme
— npta e My %A 0.
— N cWc¥ YD PN NONTNIFYN v DN poE D A
— Arrét «, nyes¥pme ba ®wrye A { ... ,n} onwa a nEya port 4w
— Suivant +, ¥a5%on MY EFYALO » W NOLE I P o PANFs q ¥ J % onv ek j.

9
-

Doty %W e b ¥ w6 %¥no w A% P PUA n evn
®

01n 3 M Ehytoson gntake® ne prFETY eV a1t

0,35, 242,35 { h{.3h{ 2h{ 2.3}

Exemple

6.2 Génération des sous-ensembles de N a k éléments.

Algorithme
— npta Wc¥eo sty %Y { ... kL
— ns pposkY Fya for, %Y {y,...,yeta Weyr < ... <yYp. D ocWc¥ ¥Dp o gnnr
wlow ity q vyt ¢V



— Arrét. «+ i k% oy n ba-®rve Y {n—kx |....n} on.s T %
— Suivant. vnon ona gt Y Y % a P T F¥a poeh on i on IY,pa &
yi+1a"'aykFlryi\L27yi\L35'"7yi\L(k\L 71)'

Preuve A % c da port ,%on menrrit o« e % %M e oreTY ¥a ©gn Py q % Don con
wgmETyt o v % nY sl Wi s

Exemple "0 rn  anrk  3onMEmrryE s orerly:

{h2:30 .2, {.2,5) .3 {,3,5) {45} {2,3,% {2,3,5} {2,%45} {3,453}

6.3 Génération des permutations de I’ensemble {1, ..., n}

— dl P At onTyEipt W 2...n.
— mcWcek ¥p sEnnr iy q ¥y < T
— Arrét. v+ nt% jnj¥esspoa orsa p¥ faton % n(n— )...2 on% sra
FUrR W P fati on % on wa 1%
— Suivant. v non on ¥ ngh rja K WTERW TEt¥ q ¥ TR > T;a ek > j py e on
%0 mya o% WM TN & W L Tjyi,...,Tp. N OBD % PHTEY FEyno %Y
Pl faty on.

Preuve nat g+, % DYy Jok on Mbry Jnslg %*wtay % 2770 e ons (s on ?77) %

SNl WE N DU, taly ONe. v onTY@ 1Ty &g YAt g port %o r jetay B 2#Y 0 %ire ons on
Qe W q v, &b pastre ntag® ...om(n—j7— ),..., ,0a ntay®% ...m>> 0,...0,0:
a pHTT ntay ® onmaska fag B sv a1l shon preTYy e ©gn pyq % Doncho s e
tag B reort WMErThs N%% N w0 e P e pW, tat onsa e

5

Exemple ®o rn 3 on mgnrry® ns  preriy:
23 R 2323 32 R
& v orrwponFa WEnrTir lWetay B AFY N Nl Ol T N OIFTY d OFR PV W

000 00 00 02002 0.

7 Arbres et chemins de Dyck

Définition 1  arbres planaires Un arbre planaire est constitue par un noeud appelé
racine auquel sont attaches par des aretes un ensemble ordonné gventuellement vide) de
sous<arbres A1 As ... A Un arbre planaire peut etre donc répresenté comme une liste
(r, A1, As, ..., AL) ot chaque A; pour i , ...,k est aussi un arbre planaire Les racines
des sous-arbres Ay Ay ... Ay sont dites &qls de v r est leur pére et k est dit larite de r.
Les noeuds qui nont pas de &ls sont dits feuilles

| arbres binaires complets Un arbre binaire complet est un arbre planaire ayant des
noeuds d-arité 0 ou?2, Un arbre binaire complet avec n noeuds internes a n>-  feuilles

s Yad Wb Tl Jok onst I ©nn % Wt 1Y% G TY Ab ¥pYs TR e b NY% @ sl ¥ ¢ Yy D
Tne ypanappile clgne¥yDyc.

Définition 2 Soit Z2 le plan cartesien discret Un chemin de Dyck est un chemin faisant des pas
et N\ qui part de lorigine ne descends jamais en dessous de l‘axe x et qui termine sur laze .
Le nombre de pas du chemin de Dyck est la ong % r du chemin,






Remarque na mt p a o¢ % A1 NGy Jik on 1here Wt Fha & on ey Ay
— ¢ A ra ore D(A) % nmpoe N\
— ¢ A (T, Al,AQ) ona

D(4) 7 D(Ar) D(43) .
Aa nons ppr g% % s (for Gyat w dnm ot ) &% D(A).

7.3 Le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n

Théoreme 1 Le nombre D,, des chemins de Dyck de longueur2n est %_H(Qg)

Preuve

Y - - 2n
n o I%q Y (n> D, (). .
— D,n @ton one il sty % E s ol neryDyca g wsonnjotly newnw
PN\ % Foit on @ory nE¥s e N\ Cis cl¥f Lroolt ©@uP mr (n™ )D, &
a N A ENsFH @OorW NP e\

— D, na try ¢ fon eneray Mol ¥ LT 0 o W clh Do Ty oONE ¥ T2na AW YA e

gt n s (% roncen pos ). Clis ¢ Y Do 50t @ S P T (2,?)



