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Un baréme provisoire est donné a titre indicatif.
Toute question non traitée peut étre admise.
Toute réponse doit étre justifiée par une preuve.

Exercice 1 [5 points|
1. Combien y-a-t-il de permutations de {1;:::;6} dans {1;:::;6} vérifiant (1) # 2&
(a) Donner les ensembles Uy, Uy, Us, Uy.

(b) Déterminer le cardinal de U &

cycles.

Exercice 2 | 5 points|] On note TP le nombre de fagons de partitionner un tableau de n
cases en p parts qui peuvent étre nulles.

1. Que vaut TH#

2. Montrer que TP est aussi le nombre de facons d’insérer p — 1 barres verticales entre
N points alignés comme par exemple ||| -||| - |-. Dans les suites de | et de : ainsi
formées les barres verticales peuvent apparaitre également au début et a la fin.

3. Lorsqu’on échange les | et les : (on remplace chaque : par une | et réciproquement)
dans les objets de la question 2, on obtient un nouvel ensemble de suites de points
et de barres. Donner une interprétation combinatoire similaire a celle de la question
2.

4. L’échange précédent est-il bijectifi

5. En déduire une identité entre TR et Trﬁ’,/ pour des N’ et p’ bien choisis en fonction de
n et p.



i=1::0n, (i) #1.
Partie 1
1. On note Py 'ensemble des parties de {1;:::;n}. Soit | € Py tel que |I| = K,
k € {1;:::;n} et A; 'ensemble des permutations de {1;:::;n} laissant fixes les

éléments de 1.

Par exemple les permutations de Ay.0;3; doivent laisser fixes (au moins) les éléments
1;2 et 3 : si n =5, seules deux permutations satisfont cette condition. Lesquelles i

Calculer |A;| pour tout | dans P.

3. En déduire que le nombre Dy, de dérangements de {1;:::;n} est
(DX
Dp=nl) o YneN: (1)
k=0
Partie 2
On peut calculer le nombre de dérangements de {1;:::;n} d’une autre fagon :
1. Justifier que tout dérangement = ( ;::: ) de {1;:::;n} est
— soit de la forme ( 1::7 i1 n il pog i),
— soit de la forme ( 1::: i1 n gy a1 ), J A

ou I est un entier quelconque avec 1 <i1<n—1.

2. En déduire alors la relation suivante :
vn=>1, D,= (n — 1)[Dn—1 + Dn_z]:

Cette relation permet de retrouver par récurrence 1’équation (1) (non demandé ici).

Partie 3

Application : n hommes arrivent a une féte chacun avec un chapeau, qu’ils déposent
au vestiaire. Quel est le nombre de facons de mettre les N chapeaux sur les N tétes en
sachant qu’au moins un homme récupére son chapeau



