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EA4 Étements d'algorithmique
Examen de 2e session 25 juin 2OL4

I)urêe : 3 heures

Aucun document autorisé ercepté une feuille Al manuscrite
Appareils électroniques éteints et rangés

Prêliminaires : Ce sujet est const'itué de I erercices totalement'indépendants qu'i peuuent être
trai,tés dans l'ordre de uotre cho'ir. Il est donc u'iaement consei,llé de l'ire I'i,ntégrali,té du sujet auant
de commencer. Le sujet est long, le barème en t'iend,ra compte. Il est bi,en entendu préférable de

ne fa'i,re qu'une parti,e du sujet correctement plutôt que de tout bô,cler.

Pour tous les ererc'ices demandant d'écri,re des algorithn'ùes, 'uou,s êtes li,bres du langage utili,sé,
du moment que la descripti,on est suffisamment preci,se : python, pseudo-cod,e, français, jaua...
Vei,llez tout de même à préseraer la li,si,bi,lité. Pour cela, il pourra être judi,ci,eur de fai,re appel à
des foncti,ons auri,l'ia'i,res au, non1, éaocateur pour reali,ser certa'ines opérati,ons simples sans entrer
dans les détai,ls d'implémentati,on.

Quel que soi,t le langage chois'i, aous pouaez uti,liser con'ùn'ùe structures de base, sans redéfin'ir
leur foncti,onnement, les tableaur et les listes chaînées, a'ins'i que des arbres b'ina'ires pour lesquels

les champs ou foncti,ons fils-gauche, fils-d,roit, pere, ualeur, est-uid,e seront supposés
défini,s.

Exercice 1 : sêlection efficace dans les ABR,
On s'intéresse ici au problème sêtection(E, k), consistant à déterminer le k'plus petit élément
d'un ensemble d'entiers reprêseuté par la structure E.

(l'enti,er k est compris entre 1 et le card'inal de l'ensemble représenté par E)

I-. Rappeler rapidement comment résoudre ce problème dans les cas suivants, et avec quelle
complexité :

- E est un tableau trié,
- E est une liste chaînée triée,

- E est un tableau non trié,
* E est un ABR.

On souhaite enrichir la structure d'ABR pour effectuer la sélection de manière plus efficace.
Pour cela, on stocke dans chaque næud, en plus des données usuelles, Ia tail-Ie du sous-arbre
correspondant (c'est-à-dire le nombre de nceuds du sous-arbre, y compris le næud lui-même).

2. Réécrire I'algorithme d'insertion insertionABR(A, x) pour que le champ tail-Ie soit correc-
tement tenu à jour., Que devient la complexitê ?

(on supposera pour s'impli,fier, et sans le uérifi,er, que tous les éléments sont disti,ncts)

3. Si les tailles des deux sous-arbres d'un ABR A sont respectivement égales à g et d, où le k"
plus petit élément de A se trouve-t-il, en fonction de k ?

4. Décrire un algorithme, aussi efficace que possible, répondant au problème de la sélection pour
ces ABR enrichis à l'aide du champ tail1e.

5. Analyser la complexité de cet algorithme, au pire et en moyenne.
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Exercice 2 : recherche Par Plage

On s'intéresse au problème suivant : soit P un

I et J ; déterminer }e nombre de points de

rectangle [3, 6] x 12,41 de la figure ci-dessous

ensemble (fini) de Points du

P situês dans le rectangle

contient 3 Points.

plan, et deux intervalles

I x J. Par exemPle, le

ïl

3.

4.

Fl: 
F,E 

I

Dans un premier temps, on considère Ie problème analogue en dimensiot | : P est un ensemble

de nombres, I un intervalle, et on cherche à compter les points de P appartenant à 1' on suppose

pour simplifier que toutes les valeurs sont distinctes'

1. Décrire un algorithme simple comptePoints(P, a, b) permettant de résoudre ce problème

si P est représenté par un tableau P (non trié) et -[ par un couple (a, b)'

2. Dequelle(s) opêration(s) élêmentaire(s) est-il raisonnable de tenir compte pour évaluer la

complexité en temps a'rn t"t algorithme ? Quelle est, avec ces conventions, (l'ordre de gran-

deur de) la complexité de votre algorithme ?

Décrire un algorithme plus effi,cace comptePointsTrie(P, a, b) dans le cas où P est trié'

Justifier sa comPlexité.

Supposons qu'on doive rêpondre à un nombre rn de requêtes successives suI un même tableau

p i,niti,alement non trié.En fonction de I'ordre de grandeur de m, est-il judicieux de trier P?

On s,intéresse maintenant au problème en dimension 2. À nouveau, on suppose que les points

sont stockês dans un tableau p et que toutes les abscisses (et toutes les ordonnées) sont distinctes'

5. Les deux algorithmes prêcédents peuvent-ils être adaptés à la dimension 2 ? Justifier'

Un algorithme efficace en dimension 2 repose sur I'utilisation d'une structure appelée Zd'-arbre'

Il s,agIt d,un arbre binaire dont chaque næud contient un point, avec les propriétés suivantes :

si le næud r est situé à une profond,eur paire et contient Ie point (r'',A')' alors tout

point contenu dans Ie sous-arbre gauche de r a une abscisse r < trr) et tout point contenu

dans Ie sous-arbre droit de r a une abscisse r ) rr)
- si le næud r est situé à1511e profond,eur impairv et contient le point (nr,Ur), alors tout

point contenu dans le sous-arbre gauche de r a une ordonnée y 1gr, et tout point contenu

dans le sous-arbre droit de r a une ordonnée A ) Ar'

6. Vérifier que I'arbre de hauteur 3 ci-dessous est lrL 2d-arbre.

profondeur 0

profondeur 1

profondeur 2

profondeur 3

est à profondeur 0, donc Pai,re)

(2,'6)

(rn gTisé, les næud,s à profond,eurimpa'ire ; en part'icul'ier, la raci,ne



1.

2.
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7. Quelle est la hauteur minimale d'un 2d,-arbrecontenant n points ? Pour obtenir un 2d-arbre de

hauteur minimale à partir de P, quel point p6 faut-il placer à la racine ? Quels points doivent

être à la racine de son sous-arbre gauche et de son sous-arbre droit?

8. Décrire un algorithme du cours permettant de déterminer p0. Rappeler sa complexité (au pire

et en moyenne).

9. Décrire un algorithme construire2Darbre(P) permettant de construireun2d-arbre de hau-

teur minimale à partir d'un tableau de points P et déterminer sa complexité.

1-0. Décrire un algorithme comptePoints(A, a, b, c, a) qui compte les points d'un 2d-arbre

A situés dans le rectangle la,b) x lc,dl.

11. Quelle est la complexité de cet algorithme dans le pire des cas?

On peut en fai,t montrer que, s,i l',intersection d,eP et d,u rectangle contient k po'ints, la compleri'té

d,e l'algorithme qui, uous est demandé est en O((k + 1) log n).

Exercice 3 : redimensionnement de table de hachage

On considère une table de hachage H de longueur rn à adressage fermé et rêsolution des collisions

par chaînage. Pour simplifier, on suppose que les éléments stockés dans H sont des entiers. On

note h : N -+ N la fonction de hachage utilisée, supposée assurer un hachage uniforme'

Rappeler l'algorithme de recherche d'un élément x dans H. Quelle est sa complexité au pire ?

On suppose que H contient n éléments. Rappeler, sans preuve, la complexité en moyenne de

l'algorithme précédent si rn est grand par rapport à n.

Que se passe-t-il quand nf m atgmente ?

suppose que n est jugé trop grand par rapport àm, et on souhaite redimensionner la table'

Écrire un algorithme permettant de remplir une nouvelle table H2 de longueur 2m avec les

éléments présents dans H (on uti,li,sera toujours la fonction h).

Quelle est la complexité de cet algorithme ?

Exercice 4 z tri flou d'intervalles, bis

On considère un tableau T de données à trier dont la valeur n'est pas connue de manière exacte,

mais seulement par un encadrement : T est donc un tableau de couples représentant des intervalles

T[i] : [Tti] tol,Tt?l t1l] tels que le i'élément ri de l'ensemble appartient à T[i] :

rizl tol ( zr ( Ttzl t1l.

Le tri, flou d'wtel tableau de longueur n consiste à réordonner les éléments de T en un tableau

S tel qu'il existe (ro, rt, . . . , rn_1) vérifiant :

1. Quels sont tousles résultats possibles du tri flou des intervalles suivants?

A- 14,7), B: [8, 10] , C - [6,9] , D- [11,13], E - 1L2,15] '

On dit qu'un problème P est moins dur qu'un problème Q si tout algorithme qui résout le

problème Q peut être modifié pour résoudre le problème P sans augmentation de complexité'

2. Expliquer pourquoi le problème du tri flou est moins dur que Ie problème du tri usuel.

3.

On

4.

-b.
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3. Que peut-on dire lorsque certains intervalles à trier ont une intersection non vide ?

On souhaite tirer parti de cette propriété pour obtenir un algorithme de tri flou, basé sur le tri
rapide (QuIcxSonr), mais de complexitê moindre lorsque les instances du problème sont plus
simples. Pour cela, on va modifier l'étape de partitionnement du tri rapide. Une fois l'intervalle
pivot choisi, on définit un sous-intervalle non aide de pivot, appelé chevauchement, ayant la
propriété suivante :

cheuauchenent est égal à I'i,ntersect'ion d,es 'interualles de T qui l'intersectent. (r)
En particulier, si un intervalle I appartenant à T ne contient pas chevauchement, alors ils sont
disjoints.

4. Quels sont les intervalles chevauchement possibles si T contient les intervalles de l'exemple de
la question 1, et si pivot: [6,13]?

L'ensemble T d'intervalles est alors partitionné en trois sous-ensembles :

- les petits intervalles, dont tous les éléments sont plus petits que ceux de chevauchement,
- les intervalles moyens, qui intersectent (et donc chevauchent) chevauchement,

- les grands intervalles, dont tous les éléments sont plus grands que ceux de chevauchenent.

Dans un premier temps, nous allons décrire un algorithme de tri flou en admettant l'existence de
chevauchement. Plus précisément, on supposera que trouve-chevauchement(T, pivot) calcule
un tel intervalle en temps linéaire en la longueur de T.

Pour simplifier, on construira le tableau trié dans un nouveau tableau.

5. Écrire une fonction compare(I, J) qui renvoie -1, 0 ou 1 selon la position de l'intervalle I
par rapport à l'intervalle J :

- -1 si tous Ies éléments de I sont strictement plus petits que ceux de J,

- 0 si I et J s'intersectent,

- 1 si tous les éléments de I sont strictement plus grands que ceux de J.

6. Écrire la fonction partition(T, chevauchement) qui partitionne le tableau T par rapport à
un intervalle chevauchement ayant la propriété (*).

7. Décrire un algorithme de type QutcxSont réalisant le tri flou d'un tableau d'intervalles.

8. Quelle est sa complexité dans le pire des cas ?

9. Quelle est sa complexité si les intervalles à trier ont une intersection non vide ?

10. En vous basant sur la complexité en moyenne de QutcKSoRT, borner la complexité en
moyenne de votre algorithme.

Nous allons maintenant écrire la fonction trouve_chevauchement(T, pivot).

11. L'algorithme décrit aux questions 6 et 7 fonctionne-t-il touiours si chevauchement est rem-
placé par pivot ?

12. Écrire une fonction trouve-chevauchement(T, pivot) qui renvoie un sous-intervalle (non
vide) chevauchement de pivot ayant la propriété (*).
On ne demande pas que chevauchenent soit << optimal » parmi les sous-intervalles de pivot
ayant cette propriété (par exemple du point de vue du nombre d'intervalles qui l'intersectent).
En revanche, on exige que la complexité de la fonction trouve-chevauchement(T, pivot)
soit au plus linéaire en la longueur de T.


