CHAPITRE 6 : MINIMISATION D’UN AFD

1. Théoreme d’existence de I’AFD minimal

1.1 Probleme

Parmi les AFD reconnaissant un méme langage L, peut-on en trouver un qui a le nombre
minimal d’états ?

Oui, et il est unique (2 un renommage pres des états) :
* on I’obtient en supprimant les états inaccessibles

* puis on identife les états restants qui jouent un role identique du point de vue de la
reconnaissance

1.2 Théoreme de Myhill-Nérode

Théoreme de Myhill-Nérode. Soit L un langage rationnel. Parmi tous les AFD
reconnaissant L, il en existe un et un seul qui a un nombre minimal d’états.

2. Construction de PAFD minimal

2.1 Suppression des états inaccessibles

Construction par récurrence d’une suite d’ensembles Acc,
* Acc, = {i}
* Acc,,, = Acc; U d(Acc,X)

On s’arrete quand Acc,,, = Acc;, et on pose alors Q = Acc, (c’est-a-dire qu’on supprime les
états de O\ Acc,)).

Les états qu’on ne peut atteindre a partir de 1’état initial n’apportent aucune contribution au
langage L reconnu par I’AFD.

1.2 Automate quotient

Définition. Un mot u sépare deux états q, et q, si
&(q,, u) EF et 8(q,, u) & F
ou 6(q]’ I/t) $ F et 6(Q2’ l/l) S F

Définition. Deux états q, et q, sont équivalents si aucun mot ne les sépare :
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q, ~ q, Si et seulement si pour tout mot u, on a :

d(q,, u) € F implique 0(q,, u) € Fet réciproquement.

Proposition. La relation ~ est une relation d’équivalence sur [’ensemble des états Q :
réflexive, symétrique, transitive.

Supposons qu’un mot u sépare p, = d(q,, a), et p, = 8(q,,a). On a :
d(q,, au) = 06(8(q,, a), u) = 8(p,, u), et

6(QQ7 au) = 6(6(q27 a), u) = 6(192, u).

Donc le mot au sépare g, et g



[T]

i=1,F={6,7,8}

i 2 345 6 7 3
all 2 43 2 3 8 7
bls 5 6 8 47 77

On voit facilement qu’aucun mot ne sépare les états 7 et 8. A partir de ces états, on peut lire
n’importe quel mot sur {a, b}. Ces deux états pourront donc étre confondus dans 1I’AFD
minimal.

1. Equivalence

~o1. Equivalence ~

Initialement, les deux classes sont celle des états finals [6], = {6, 7, 8} et celle des autres
[1],={L,2,3,4,5}

N EdH{ApIGU@ -3 4 5 6 7 8
~o|[1]o (11, [11, [11, [11, [6], [6], [6],

2. Equivalence ~,

Pour éventuellement scinder des classes, il faut regarder dans quelles classes vont les
transitions partant des états. On en déduit les nouvelles classes pour ~,.

1 2 3 4 5 6 7 8
~o | (11, [t (1, (1, (1], (6], [6], (6],
a |[11, (11, [11, [1], (1, [1], [6], [6],
b {0, 1, 61, [6, [11, [6], [6], [6],
~ 111, 111, 131, 131, (11, [6], (7], (7],



1 2 3 4 5 6 7 8

~ |00, (11, (31 (31, [0, [6l, (71, [71,

~ | 11, [11, [31, [4], 5], [6], [71, [7],

4. Equivalence ~; = ~,

Il n’y a plus aucune scission de classes, donc la suite d’é€quivalences s’est stabilisée, et on
obtient celle de I’AFD minimal.

1 2 3 4 5 6 7 8

~ |1, (11, [31, [4], (5], [6l, (7], [7],

~ | [ [11; [315 [41y 515 [6]; [715 [71;

On voit donc qu’on peut confondre
- lesétats 1et2
- lesétats 7et 8

On en déduit I’AFD minimal.




