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Série no 6

Suites (rappels) et séries numériques

Exercice 1. Indiquer avec une brève justification si chacun des énoncés suivants est vrai pour deux
suites de réels U = (un)n∈N et V = (vn)n∈N.

1. Si U est croissante et convergente, elle est majorée.

2. Si U est majorée et convergente, elle est croissante.

3. Si U est décroissante et positive, elle converge.

4. Si U est croissante et non majorée, elle diverge.

5. Si U et V sont divergentes, U + V est divergente.

6. Si U est convergente et V divergente, U + V est divergente.

7. Si U est convergente et V divergente, UV est divergente.

8. Si U tend vers 0, UV tend vers 0.

Exercice 2. Déterminer les limites quand n→ +∞ des suites (an)n≥1 et (bn)n≥1 définies par :

an =
√
n sin(en − ne)

n+ 1
et bn =

√
n+ 1−

√
n.

Exercice 3. On considère les deux suites de nombres réels (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ définies par :

un = 1 +
1
1!

+ · · ·+ 1
n!

et vn = un +
1
n.n!

.

1. Montrer que :

(a) la suite (un)n∈N∗ est croissante ;

(b) la suite (vn)n∈N∗ est décroissante ;

(c) pour tout n ≥ 1, un ≤ vn ;

(d) limn→+∞(vn − un) = 0.

En déduire que les suites (un)n∈N∗ et (un)n∈N∗ sont convergentes et de même limite. Cette limite
est le nombre réel e.

Exercice 4. Discuter en fonction du paramètre q > 0 la nature de la série de terme général

qn

(1 + qn)2
.

Exercice 5. Pour un nombre réel α, on écrit cosα en utilisant la formule de Taylor :

cosα = 1− α2

2
+
α4

24
− . . .+ (−1)N α2N

(2N)!
+RN (α) .
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1. À l’aide d’une expression convenable du reste RN (α), montrer qu’on a

lim
N→+∞

RN (α) = 0 .

2. En déduire que la série de terme général

(−1)n α2n

(2n)!

est convergente et que sa somme est égale à cosα.

3. Application numérique : calcul de cos 1 avec une erreur inférieure à 10−4.

Exercice 6. Soit (un) une suite de nombres réels.

1. Montrer que, si la série de terme général un est absolument convergente, il en est de même pour
la série de terme général u2

n.

2. Donner l’exemple d’une suite (un) telle que la série de terme général un soit convergente mais
pas la série de terme général u2

n.

Exercice 7. Soit (un) une suite de réels positifs. Montrer que les séries de termes généraux un et vn

sont de même nature, où
vn =

un

1 + un
.

Exercice 8. Étudier les séries (alternées) de termes généraux

un =

√
1 +

(−1)n

n
− 1 , vn =

(−1)n

n1+(1/n)
.

Exercice 9. On pose

un =
(−1)n

√
n+ (−1)n

.

1. Montrer qu’on a un ∼ vn (n→ +∞) , où vn est le terme général d’une série convergente.

2. Considérer la série de terme général

un −
(−1)n

√
n

;

en déduire que la série de terme général un est divergente.

Quelle “morale” tirer de cet exercice ?

Exercice 10. Montrer que si la fonction g est continue positive et décroissante sur ]0,+∞[, alors on
a : ∫ n+1

1

g(x)dx ≤
n∑

k=1

g(k) ≤ g(1) +
∫ n

1

g(x)dx.

En déduire le comportement de la suite définie par un = 1√
n

∑n
k=1

1√
k

.
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Exercice 11. Étudier la nature des séries dont voici le terme général :
1) 1

n log n 2) 1+log n
n2 3) 2n+5

3n−11

4) nln(a) (a > 0) 5) e−
√

n 6) n2 sin
(

1
2n

)
7) (n!)3

(3n)! 8)
(

3n
4n−1

)2n+1

9) (n+1)4

n!+1

10) 1!+···+(n−2)!
n! 11) n · n 1

n 12) n!
(

x
n

)n (0 < x et x 6= e)
13) 1− cos

(
1
n

)
14) n2e−

√
n
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