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CHAPITRE 2

SERIES DE FONCTIONS

2.1. Fonctions continues

Définition 2.1.1. | Soit un ensemble. Soit 7 une famille de sous-ensembles de
. On dit que 7 est une topologie sur  si elle veri e les conditions suivantes :

1) oeT, €T,

2) pour toute famille (non-necessairement nie) (Uj)icy d’elements de 7, on a

Uiel UieT,

3) I'intersection de deux elements arbitraires de 7 reste dans 7.

Le couple ( ,7) s’appelle un espace topologique. Les sous-ensembles de  dans 7 sont

appeles des ouverts de  (par rapport a la topologie 7). Si F' est un sous-ensemble

de dont le complementaire F° est dans 7, on dit que F' est un ferme de  (par

rapport a la topologie 7).

Soit ( ,7) un espace topologique tel que est non-vide. Soient x un point de
et A un sous-ensemble de  contenant xz. On dit que A est un wvoisinage de = S'il
existe un ouvert U tel que x € U C A. En particulier, tout ouvert de  contenant x
est un voisinage de z. Un tel voisinage est appele un voisiange ouvert de x.

Proposition 2.1.2. | Soit ( ,T) un espace topologique. Un sous-ensemble U de
est ouvert si et seulement s’il est un voisinage de tout point dans U.

Démonstration. | Lanecessite est immediate par de nition. Montrons lasu ssance.
Pour tout = € U, il existe un ouvert Ux de tel que z € Ux C U. D’ou

U:UUX

xeu
est un ouvert de  (on utilise le deuxieme axiome de topologie). O

Soit X un ensemble non-vide. Soit
d: X x X —[0,+00[
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une application. On dit que d est une metrique sur X si elle veri e les conditions
suivantes :
1) (symetrie) V(x,y) € X x X, d(z,y) = d(y, z),
2) (inegalite triangulaire) V (z,y,2) € X x X x X, d(z, z) < d(z,y) + d(y, ),
3) (separation) V (x,y) € X x X, d(x,y) = 0 si et seulement si x = y.
Le couple (X, d) s’appelle un espace métrique.
Etant donne un espace metrique (X, d), la metrique d induit une topologie 74 sur
X : un sous-ensemble U de X est ouvert si et seulement si

2.1) Va e U, de > 0 tel que B°(z;¢) C U,

ou B°(z;e) := {y € X |d(y,z) < ¢} est la boule ouverte centree en z et de rayon
e. Montrons que la famille 74 des sous-ensemble U veri ant (2.1) est une topologie
sur X
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Démonstration. | D’abord I’ensemble vide est lui-m@&me une boule ouverte de rayon
0. Soit U un ouvert non-vide de X. Pour tout = € U, il existe un nombre s« > 0 tel
que B°(xz;ex) C U. On a alors

U= ] B(z,2x)

xeu
O

Etant donne un espace topologique ( ,7) dont I’ensemble sous-jacent  est non-
vide. Il est possible de discuter la convergence d’une suite dans

Définition 2.1.5. | Soit ( ,7) un espace topologique ou est non-vide. On dit
gu’une suite (zn)n>n, d’elements de  est convergente S’il existe un point z €  tel
que, pour tout voisinage ouvert U de z, il existe un entier N > ng tel que zp, € U
quel que soit n > N. Le point = est appele une limite de la suite (zn)n>n,. ON dit
aussi que la suite (zn)n>n, CONVErge Vers z.

Dans le cas d’un espace metrique (en particulier le cas de R ou C), la convergence
d’une suite revient a une condition similaire a (1.2).

Proposition 2.1.6. | Soit (X,d) un espace métrique. Une suite (n)n>n, dans X
est convergente si et seulement s’il existe x € X qui vérifie la condition swivante :

Ve>0, AN >ng, Vn=> N, d(zn,x)<e.

Démonstration. | \=="": Pour tout ¢, la boule ouverte B°(z;¢) est un voisinage
ouvert de z. Il existe donc N > ng tel que xn € B°(x;¢), i.e. d(zn,x) < €, quel que
soitn > N.

\<="": Soit U un voisinage ouvert de z. Par de nition, il existe un nombre ¢ > 0 tel
que B°(z;¢) C U. Il existe alors N > ng tel que d(zn,z) < ¢, i.e., xn € B°(z;¢) C U
quel que soitn > N. O

Remarque 2.1.7. ]| Il n’est pas vraien general que la limite d’une suite convergente
dans un espace topologique est unique. Considerons I’espace topologique ( ,7) ou

est un ensemble a deux elements z et y, et 7 = {@, }. Considerons la suite
constante (xn)n>1 telle que x, = = quel que soit n. Cette suite converge evidemment
vers z. En méme temps, elle converge aussi vers y. En e et, le seule voisinage ouvert
de y est I'espace , qui contient toute la suite (zn)n>1.

L’unicite de limite d’une suite est veri ee lorsque I’espace topologique est séparé.
Autrement dit, pour tout couple de point (z,y) dans I'espace topologique tel que
x # y, il existe des voisinages ouverts de = et de y respectivement dont I'intersection
est vide. Notamment tout espace metrique est separe.

Définition 2.1.8. | Soient ( ,7) et ( /,7") deux espaces topologiques, f: —
" une application. On dit que I'application f est continue en x €  si I'image
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reciproque par f de tout voisinage de f(x) est un voisinage de x. On dit que
I'application f est continue si elle est continue en tout point de

Proposition 2.1.9. | Soient ( ,T) et ( ', T") deuzx espaces topologiques, f: —
" une application. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Dapplication f est continue,

2) limage réciproque de tout ouvert de ' par f est un ouvert de

3) Uimage réciproque de tout fermé de ' par f est un fermé de

Démonstration. | \1)==2)": Soient V un ouvert de ', U = f~1(V). Pour tout
x € U,ona f(z) € V. Donc V est un voisinage de f(x). D’ou U = f~1(V) est un
voisinage de z. Donc U est un voisiange de tout point dans U. L’ensemble U est alors
un ouvert de  (voir la proposition 2.1.2).
\2)==-3)": Si F est un ferme de ', alors son complementaire F*° est un ouvert de
', Donc f~L(F°) = f~Y(F)¢ est un ouvert de et f~1(F) est un ferme.
\3)=1)": Soit z € . Montrons que f est continue en z. Soient V' un voisinage
de f(z) et U = f~1(V). Quitte a remplacer V par un sous-ensemble ouvert contenant
f(x) on peut supposer que V est lui-méme un ouvert. Dans ce cas-la V¢ est un ferme
de ’. Dou U®= f~1(V°) est un ferme de et U est un ouvert de . O

Proposition 2.1.10. | Soient ( ,T) et ( ', T') deux espaces topologiques, et f :
— " une application. Si Uapplication est continue en x € et si (Tn)nzn, est une
suite dans  qui converge vers x, alors la suite (f(xn))n=n, converge vers f(x).

Démonstration. | Soient V un voisinage de f(z) et U = f~1(V). Par de nition U
est un voisinage de xz. Donc il existe N > ng tel que x, € U quel que soit n > N.
D’ou f(zn) € V pour tout n > N. Comme V est arbitraire, on obtient que la suite
(f(zn))n=n, converge vers f(x). O

La reciproque de la proposition 2.1.10 n’est pas vraie en general. C’est vraie lorsque
I’espace topologique ( ,7) a une base de voisinage denombrable en x.

Proposition 2.1.11. | Soient ( ,T) et ( ', T') deuz espaces topologiques, f: —

" une application et x € . On suppose qu’il existe une famille dénombrable (Ui)iso
de voisinages de x telle que tout voisinage de x contient 'un des U; (une telle famille
est appelee une base de voisinages de z). Si, pour toute suite (xn)n>n, qui converge
vers x, la suite (f(xn))n=n, converge vers f(zx), alors la fonction f est continue en
x.

Démonstration. | D’abord I'intersection de deux voisinages de x est encore un voisi-
nage de z. Donc la famille (U])i=o est aussi une base de voisinages de z, ou

i
Ui =0
i=0
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Quitte a remplacer (Ui)i>o par (U;)i>o, On peut supposer que
UsDU1D---DUi DUj41 D -+ .

Si f n’est pas continue en z, alors il existe un voisinage V de f(xz) tel que f~1(V)
n’est pas un voisinage de x. Autrement dit, pour tout i > 0, il existe z; € U;\ f~1(V).
Montrons que la suite (zi)i>o converge vers z. En e et, pour tout voisinage ouvert
U de =z, il existe un certain indice m tel que Uy, C U. Donc pour ¢ > m, on a
zi € Ui C Un C U. Par I’hypothese de la proposition, la suite (f(xi))i>o converge
vers f(z). Donc il existe N > 0 tel que f(xn) € V quel que soit n > N. C’est une
contradiction car alors 2, € f~1(V) quel que soit n > N. O

Remarque 2.1.12. | Soit (X,d) un espace metrique. Tout point x € X admet une
base de voisinage denombrable qui consisite des boules ouverts B°(x,1/n) (n > 1).

2.2. Suite d’applications

Soient  un ensemble non-vide, (X,d) un espace metrique, et ng un entier. On
appelle suite d’application de  vers X (dont I'indice initial est ng) toute application
de Z N [ng, +oof vers App( , X), I’espace des applications de  vers X.

Définition 2.2.1. | Soient (fn)n>n, Une suite d’applications de  vers X, et f €
App( ,X). On dit que la suite (fn)n>n, converge simplement vers f si la suite
(fn(W))n=n, converge (dans X) vers f(w) quel que soit w € . On dit que la suite
(fn)n>n, converge uniformément vers f si

Ve>0,dIN =np tel que, Vn > N, supd(fn(w),f(w)) <e.
e

Théoréme 2.2.2. | Soient ( ,T) un espace topologique et (X,d) un espace
métrique. On considére une suite (fn)n>n, d’applications de  vers X qui converge
uniformément vers une application f. Si toutes les fonctions fn sont continues en
un point wg € , alors il en est de méme de f.

Démonstration. | Soit g = f(wg). Montrons que, pour tout £ > 0, I’ensemble
f~H(B°(x0,€)) est un voisinage de w. Comme la suite (fn)n>n, CONVerge uni-
formement vers f, il existe N > ng tel que

sup d(fn(w), f(w)) <¢/2
quel que soit n > N. Soit n un eniter tel que n > N. On a

d(fn(wo), f(wo)) = d(fn(wo), x0) < /2.

Donc B°(xo,&/2) est un voisinage ouvert de fn(wo). Comme I'application f, est
continue en wo, I’enesmble f;1(B°(xo,c/2)) est un voisinage de wp. En outre, si w
est un point dans f;1(B°(zo,</2)), alors

d(fn(w), z0) < /2,
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d’ou d(f(w), o) < d(f(W), fn(W)) + d(fn(w),0) < e. Donc w € f~H(B°(xo,¢)).
Cela montre que f~1(B°(w0,¢)) D f31(B°(wo,2/2)) et donc f~1(B°(zo,c)) est un
voisinage de wyp. O

Remarque 2.2.3. | L’enonce du theoreme precedent n’est pas vrai en general si
la convergence de la suite d’application (fn)n>n, N'est pas uniforme. En e et, con-
siderons la suite de fonctions continues (z")n>1 sur l'intervalle [0,1]. Elle converge

vers la fonction
0 (0<z<),
f@) =
1 (z=1).
La fonction limite n’est pas continue sur [0, 1].

Théoréme 2.2.4. | Soient I = [a,b] un intervalle fermé dans R et (fn)nzn, une
suite de fonctions (a4 valeurs réelles) définie sur I qui converge uniformément vers une
fonction f. Si chaque fonction fn (n = ng) est intégrable, alors il en est de méme de
f- En outre, on a

Jn o= [ s

Démonstration. | Pour toute fonction g de nie sur I et toute partition :a=1tg <
t1 < .-+ < tn = b de I'intervalle [a, b], on designe par

Se( ,9) = Z isrL]pr{g(t) [ticg <t <t} (@i — tize)-

1<ign

Soient en outre
+ inf
/ g(tydt = §p{S=( .g)| est une partition de I}.
|
Rappelons que la fonction g est dite integrable sur I si et seulement si

/I+g(t)dt=/l_g(t)dt€R.

Pour tout entier n > ng, soit
on = sup|fn(t) — fQ@)I.
tel

Pour tout sous-ensemble I; de I et tout entier n > ng, on a

1 o0~ 0t 10| <o

sup fn(t)—SUpf(t)‘ < On,
tely tely
D’ou

n d - d <X Yn - ) n d - d <X Yn - .
/If(t)t /If(t)t‘<6(b a) ‘/If(t)t /If(t)t‘<6(b a)

On en deduit

’/+ £ dt — /_ £ dt’ < 6n(b — a).
1 1
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Par passage a la limite quand n — oo, on obtient que la fonction f est integrable.
En n, la relation

\/fdodr3/+ﬂod4<54b—@
1 1

montre que

rm&[ﬁ@ynzlﬂow
O

Remarque 2.2.5. | L’enonce du theoreme precedent n’est pas vrai en general si
la convergence de la suite d’application (fn)n>n, n’est pas uniforme. Soit (un)n>o0
une suite de nombres distincts telle que I’ensemble {u, |n > 0} s’identi e a QN [0, 1].
Pour tout entier n > 0, soit

1 size{ug,...,un}t,

fn(z) = { .

0 sinon.
Cette fonction est integrable sur [0, 1]. La suite de fonctions (fn)n>o converge vers la
fonction

0 sinon.

ﬂw:{lﬁerﬂMﬂ

La fonction limite n’est pas integrable.

Théoréme 2.2.6. | Soient I = [a,b] (a < b) un intervalle fermé dans R et
(fn)n=n, une suite de fonctions réelles continues sur I. On suppose que,

1) il existe to € [a,b] tel que (fn(to))nzn, converge;
2) pour tout entier n > ng, la fonction fn est dérivable surla,bl, et la suite (fi)n>n,
converge uniformément sur la,b[ vers une fonction .

Alors la suite de fonctions (fn)n>1 converge uniformément vers une fonction continue
[ sur I, qui est dérivable sur la,b|, et telle que f' = @ sur]la,b].

Démonstration. | Pour tout € > 0, il existe un entier N > ng tel que

9 9
fa(to) — fm(to) < 5 et sup |fi() — fn@)] < 57—
| n m | 2 te]a;b[| n m ‘ Z(b— CL)
quels que soient n,m > N. D’apres le theoreme des accroissements nis, on obtient
que

13
[Gn(® = Jmn(®) = Untto) — FmoD)| < 555

quels que soient m,n > N et t € I. D'ou supy, | fn(t) — fm(t)| < € quel que soient
n,m > N. Par consequent, la suite de fonctions (fn)n>n, converge vers une fonction
f, qui est continue sur I d’apres le theoreme 2.2.2.

9
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Montrons que la fonction f est derivable sur ]a, b[ et que f = ¢. Soit ¢ un element
de Ja, b[. Pour tout entier n > ng, soit  : I — R la fonction

@ six =t.
La fonction | est continue en t. En outre, d’apres le theoreme des accoissements
nis, on a
sup| n(z) — m(@)| < sup [fA(€) — fm(©)I.
xel €la;b[

Donc la suite de fonction ( n)n>1 converge uniformement vers la fonction

f@ =1 G,
(z) = x—t
p(t) six =t.
D’apres le theoreme 2.2.2, la fonction  est continue en ¢. Donc la fonction f est
derivable en ¢ et f/(t) = (). O

2.3. Série de fonctions

Soit (V, | - ||) un espace vector norme sur K (=R ou C). On dit que (V]| - ||) est
un espace de Banach s'il est complet pour la metrique induite par || - ||, c’est-a-dire
gue toute suite de Cauchy est convergente dans V.

Définition 2.3.1. | Soient un ensemble non-vide, (V, | -]|) un espace de Banach,
et ng un entier. Etant donnee une suite (fn)n>n, d'applica09.96
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a valeurs dans C. Pour tout nombre r €]0,1[, la serie converge normalement sur
B(0,r):={2€C||z|<r} cC. Ene et,ona

Z sup 2" < Zr" = i

n;O‘Z‘gr n>0 1-r
Théoréme 2.3.3. | Soit Zn>n0 fn une série de fonctions sur  a valeurs dans
un espace de Banach (V| - ||) qui converge normalement, alors elle converge uni-
formément vers une fonction f:  — V. En particulier, si  est un espace topologique
et st chaque application fn est continue en w € , alors la fonction limite f est aussi
continue en w.

Démonstration. | Pour tout entier n > no, soit Fn, =Y/ fi. Ona
(2.2) IFa@) = Faem@)I < Y [If@)]
n<k<n+m

Comme la serie de fonctions converge normalement, on obtient que (£n(w))n>n, est
une suite de Cauchy dans V, qui converge vers un element de V' que I’'on notera F(w).
Par passage a la limite dans la formule (2.2) quand m tend vers I'in ni, on obtient

IFaw) = F@)II < D I f@)l,

k>n
d’ou
SUp || Fn(w) = F(w)]| < Y sup || fiu(@)]].
LXS K=n Te
On obtient donc que la suite (Fn)n>n, Converge uniformement vers F'. O

Les resultats suivants sont des consequences immediates du theoreme 2.3.3 et des
theoremes 2.2.4 et 2.2.6.

Corollaire 2.3.4. | Soient I = [a,b] un intervalle fermé dans R et Zn>n0 fn une
suite de fonctions continues (d valeurs réelles) définie sur I qui converge normale-

ment. Alors on a
b b
> [ md= [ 3 o

n>ng n-=ng
Corollaire 2.3.5. | Soient I = [a,b] un intervalle fermé dans R et (fn)n>n, une
suite de fonctions réelles de classe C* sur I. On suppose que,

1) il existe to € [a,b] tel que Zn>n0 fn(to) converge dans R,
2) la série Y >, fh converge normalement sur I.

Alors la série de fonctions Y, fn converge normalement vers une fonction de classe
=

> =X ).

n>=ng n>=np

C surl, et on a
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2.4. Série entiére

Soit (V|| - ||) un espace de Banach sur K. On appelle série entiére (a coe cients
dans V) toute serie de fonctions de K vers V' de la forme
(2.3) > 2"n, (z€K,vaeV).
n>0
Soit S une serie entiere de la forme (2.3). On designe par A(S) I'ensemble des
r € R4 tels que la serie numerique
> el
n>0
converge. On designe par B(S) I'’ensemble des » € R, tels que la suite (" ||un|)n>0
soit bornee. Par de nition, il est facile de voir que les ensembles A(S) et B(S) sont
des intervalles ou I'extremite a gauche est 0.

Proposition 2.4.1. | Soit S une série entiére de la forme

Zznvn, (z€ K, vy € V).

n=0

On a sup A(S) = sup B(S) dans [0, +o0].

Démonstration. | Sir > 0 est tel que la serie

> r"lon]

n>0
converge, alors la suite (r"|lvn|)n>0 converge vers zero, donc est necessairement
bornee. On en deduit donc A(S) C B(S). Il su t alors montrer que tout majo-

rant de A(S) est egalement un majorant de B(S).
Soit R un majorant de A(S). Si r est un element de B(S), alors pour tout ¢ €]0, 1],

la serie

> eall@ o)

n>0
est convergente. Par consequent, (1 —¢) € A(S) et donc (1 — ) < R. Comme ¢ est
arbitraire, on obtient » < R. O

Définition 2.4.2. | Soient (V|| - ||) un espace de Banach et S une serie entiere a
coe cients dans V. On appelle le rayon de convergence de S la borne superieure de
I’ensemble A(S) (qui est egale a la borne superieure de I’ensemble B(S), d’apres la
proposition 2.4.1), note R(S).

Proposition 2.4.3. | Soient (V,||-||) un espace de Banach et S une série entiére d
coefficients dans V', dont le rayon de convergence R(S) est strictement positif. Alors
la série de fonction S converge simplement sur B°(0; R(S)) vers une fonction con-
tinue. En outre, cette convergence est normale, donc uniforme sur toute boule fermée
BO;r)={z€ K||z| <r} pour 0 <r < R(S).
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Corollaire 2.4.5. | Soient (V,| - ||) un espace de Banach sur K et S une série
entiere a coefficients dans V' de la forme

Zz"vn, (z € K, vq € V'\ {0}).

n>0

Si la suite (|[vn]]/||vn+1|])ns0 converge vers un nombre £ € [0, +00], alors le rayon de
convergence de S est L.

Démonstration. | La condition du corollaire montre que

lim [lvn 2" = ¢,
n—oo

O
2.5. Opérations sur les séries entieres
Dans ce paragraphe, on discute les operations algebriques sur les series entieres.
2.5.1. Addition, dérivation et intégration. — Soit (V,||-||) un espace de Banach

sur K. On designe par SE(V) I’espace des series entieres a coe cients dans V. Si
Z 2" et Z 2"y,
n>0 n>0
sont deux series entieres dans SE(V'), on de nit leurs somme comme la serie entiere
Z 2"op + Z 2], = Z 2" (vn +vp).
n>0 n>0 n>0

Si A est un element dans K et si S est une serie entiere dans SE(V) qui est de la

forme
> o,

n>0
on designe par AS la serie entiere
Z 2" (\vn).
n>0
Il s’avere que I’espace SE(V), muni de ces deux lois de comoposition, est un espace
vectoriel sur K.

Proposition 2.5.1. | Soit (V)| - ||) un espace de Banach. Pour toutes séries S et
S’ dans SE(V), on a

2.4) R(S + S") > min(R(S), R(5")).
Pour toute série S € SE(V) et tout A € K*, on a R(AS) = R(S).
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Démonstration. | Supposons que les series S et S’ sont respectivement de la forme
Z 2"y et Z 2"y,
n>0 n>0

Pour tout nombre r > 0 tel que les suites (r"||vnl)n>0 €t (r"||v4])n>0 sont bornees,
alors la suite (r"||un + v, |[)n>0 est egalement bornee puisque

lon + vl < llonll + [lva]l-

On obtient donc (2.4).
Soit S une serie de la forme

g 2.

n>0

On a
limsup || Ava||*™ = (lim A¥EM)imsup |Jon||*") = limsup [jva||*™".
n—oo n—oo n—oo n—oo
D'ou R(\S) = R(S). O

Soit S une serie entiere de la forme

On designe par D(S) la serie

Z 2" (nwp),

n>1

appelee la dérivée de S. On designe par I(S) la serie
3+ 1) o),
n>0

appelee I'intégrale de S.
Proposition 2.5.2. | Pour toute série S € SE(V), on a
(2.5) R(D(5)) = R(I(5)) = R(5).

Démonstration. | On a

lim sup [ |71 = ( lim pt==D)dlimsup fon|[070)
n— oo —0o0 n—oo

= limsup |jvn |FOD = Iilznsup |on]/*".
— 00

n—oo

De facon similaire, on a

limsup [|(n + 1)~ = (lim (n + 1) D) (lim sup [|un|[FMD)
n—oo n—oo N—s o0
= limsup |Jon[| =" = limsup [Jvn[|*".
n—oo n—oo

On obtient donc (2.5). O
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2.5.2. Multiplication. — Si

Zznan et Zznbn

n>0 n>0

sont deux series entieres dans SE(K), on de nit leurs produit comme la serie entiere

n
(S ) () = oS i
n>0 n>0 n>0 k=0

Proposition 2.5.3. | Soient S et S’ deuz séries entieres dans SE(K). On a

(2.6) R(SS") = min(R(S), R(S")).

Démonstration. | Si r > 0 est un nombre reel tel que les series > - |an|r" et
>_n>0 |bn|r" soient convergentes, alors la serie numerique

n
> "D lakba—id
k=0

n>0

est egalement convergente (voir le corollaire 1.5.3). Par consequent, la serie

n
S0 et
k=0

n>0
est convergente. D’ou (2.6). O

2.5.3. Translation. — Soient a un element de K et (V|| - ||) un espace de Banach
sur K. On appelle serie entiere translatee en a (a coe cients dans V') toute serie de
fonction de la forme

.7 Y z=a)"vn, (z€K, vn€eV).

n>0

L’espace des series entieres translatees en a est note SE(a; V). C’est un espace vecto-
riel sur K. En outre, I'application 75 : SE(V)) — SE(a; V), qui envoie 3, z"vn en
>_n>o(# — a)"vn, est une application K-lineaire bijective.

Soit S une serie dans SE(a; V). On appelle rayon de convergence de S le nombre
R(T71(S)), note aussi R(S). C’est le rayon de convergence de la serie entiere dont la
translatee en a co ncide avec S. Il s’avere que la serie S converge simplement vers une
fonction continue sur B°(a; R(S)) et cette convergence est normale sur toute boule
centree en a et de rayon < R(S).

Les operations sur SE(V) que nous avons vus plus haut se generalisent naturelle-
ment sur I'espace des series entieres translatees. Notamment, pour toutes series
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S=3 sz —a)vn et S" =3 (2 — a)"vy, dans SE(a; V), et A € K, on de nit

(2.8) S+ = (z—a)"(vn +v}),
(2.9 AS = rE)(z —a)"(\vn),
n>0
(2.10) D(S) = ;(z —a)" Y (nvp),
(2.11) 1(S) := Z(:/— a)"((n + 1) on).
n>0

Enoutre, si S =3, pan(z —a)" et 8" =37 -, bn(z — a)" sont deux series entieres
dans SE(a; K), on de nit

S = (z-a)" Y abnok.

n>0 o<kgn

2.5.4. Comportement des fonctions limites. — Les resultats que nous avons
obtenu dans le paragraphe §2.3 conduisent immediatement aux propositions suivantes.

Proposition 2.5.4. 1 Soient (V|| -||) un espace de Banach sur K eta € K.

1) Si S et S’ sont deuz séries entiéres dans SE(a; V), alors la série S+ S’ converge
sur B°(a; min(R(S), R(S"))) vers une fonction continue, qui s’identifie d la somme
des fonctions limites des séries S et S’.

2) Si X est un élément de K et si S € SE(a;V), alors la série AS converge sur
B°(a; min(R(S), R(S"))) vers la fonction limite de la série S multipliée par X.

Démonstration. | Ce sont des consequences immediates de la proposition 2.5.1 et
du theoreme 2.3.3. O

Proposition 2.5.5. | Soit a un nombre réel. Soit S une série entiére dans SE(a; R)
dont le rayon de convergence est R > 0.

1) La série S converge surla — R,a + R[ vers une fonction lisse f.
2) Pour tout entier n > 1, f est la somme de la série D"(S).
3) La série I(S) converge sur la — R,a — R[ vers la fonction

F(z) = / F@t) dt.

Démonstration. | Pour tout r € [0, R, les series S et D(.S) convergent normalement
sur | —r,r[. En outre, D(S) est obtenue en derivant la serie S terme a terme. D’apres
le corollaire 2.3.5, on obtient que la serie S converge vers une fonction f qui est
de classe C* et f’ est egal a la limite de la serie D(f). Comme D(f) et f ont le
méme rayon de convergence, par recurrence on obtient 1) et 2). En n, 3) est une
consequence du corollaire 2.3.4. O
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Proposition 2.5.6. | Soit a un élément de K. Soient S et S’ deux séries entieres
dans SE(a; K). Soit R = min(R(S), R(S")). La série SS’ converge vers une fonction
continue sur B°(a; R), qui s’identifie au produit des fonctions limites de S et de S’.

Démonstration. | C’est une consequence immediate du corollaire 1.5.3 et de la
proposition 2.5.3. O

2.6. Série de Taylor

Soit f un fonction reelle de nie sur un intervalle ouvert 7. On suppose que f est
de classe C*° dans un voisinage de a € I. On appelle série de Taylor de f en a la
serie entiere (dans SE(a; R))

(n)
(2.12) 3 ! l(“) (z—a)" (z€R).

s n!
On utilise I’expression

[~ an(x_a)n

n>0

pour designer le fait que la serie Zn>0 bn(z — a)" est la serie de Taylor de f en a.
La somme partielle

Sen(@)= > bz —a)*

og<kgn

est un polynéme de degre n. Il est caracterise par la relation suivante:
(2.13) F9(a) = 589 (a) quel que soit k € {0,...,n}.

La proposition suivante resulte directement de la de nition de serie de Taylor.

Proposition 2.6.1. | Soient a un nombre réel et f une fonction de classe C*° dans
un voisinage de a. Soit S la série de Taylor en a de la fonction f.

1) La série D(S) est la série de Taylor en a de la fonction f’.
2) Soit F' la fonction primitive de f qui vaut 0 en a. Alors I(S) est la série de Taylor
en a de la fonction F.
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Voici une liste de series de Taylor de certaines fonctions avec leurs rayons de con-
vergence R.

n
(2.14) exp(r) ~ > . R=+cc
s n!
2n+1
. n T —
(2.15) sin(z) ~ r;(—1) Pt R =+,
2n
n T —_
(2.16) cos(z) ~ r;)(fl) o R = +0o0,
n
(2.17) In1+2)~ Y ()" R=1,
n>1 n
2n+1
— n :L. —_
(2.18) arctan(z) ;0( n"o—7 R=1

Proposition 2.6.2. | Soit a un nombre réel. Soient f et g deux fonctions de classe
C* dans un voisinage de a et X un nombre réel dont les séries de Taylor en a de f
et de g sont respectivement S¢ et Sq. On a

f+gNSf+Sg7 )‘fNASfu ngSng

Démonstration. | Ces trois relations resultent respectivement des egalites suivantes:

(490 = [P (@) + ¢ a).
(AN = A D),
(@ = 3 (1)@ 0.
o<kgn
O

Proposition 2.6.3. | Soient a et b deux nombres réels, P un polynéme tel que
P(a) =0b. Soit f une fonction de classe C™ et

Z an(x —b)"
n>0
sa série de Taylor en b. Alors la série de Taylor en a de la fonction f o P est

(2.19) > an(P(z) - b)".

n>0

Démonstration. | La fonction P etant lisse sur R et envoie a en b, f etant de classe
C® dans un voisinage de b la fonction composee f o P est de classe C* dans un
voisiange de a.
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Il su t de montrer que, si on reecrit (2.19) en une serie entiere
Z en(z — a)" € SE(q; R),
n>0

alors sa somme partielle d’indice n

Sa@= 3 ale—a)¥

ogk<n
veri e la relation
(2.20) Vke{0,...,n}, 599 (a) = (f o P)®(a).

Soit
Ta@)= Y. ax(@—b)*.
o<k<n
Comme P(x)—b est un polynéme divisible par (z—a), on obtient que T, (P(x))— Sh(x)
est un polyndme divisible par (z — a)". Comme

VEke{0,....n}, T = fOW),

on obtient (2.20) puisque (f o P)®(a) et (T,, o P)™ s’ecrivent comme le méme
polynéme (de plusieurs variables, qui ne depend que de k) evalue en f(b) =
Ta@®), ..., fO@) = T 1), P(a), ..., PY(a). 0

Exemple 2.6.4. | La serie de Taylor en 0 de la fonction f(x) = 1/(1 — z) est
> n>12". Par la proposition 2.6.3, on obtient que la serie de Taylor en 0 de la
fonction f(x) =1/(1 — z%) est 3, %"

Etant donnee une fonction f de classe C*>° dans un voisiange d’un nombre reel «,
il est naturel de se demander si la serie de Taylor en a de la fonction f converge vers
la fonction f dans un voisinage convenable de a. Ce probleme peut étre decompose
en deux questions: d’abord, est-ce que la serie de Taylor a un rayon de convergence
strictement positif; ensuite, est-ce que la somme de la serie co ncide avec f? Il s’avere
que aucune de ces deux questions n’a une reponse positive dans toute la generalite.
Voici des contre-exemples.

Exzemple 2.6.5. | Considerons la serie de fonctions
sin(n?z)
>
n>0
qui converge normalement vers une fonction f sur R. Pour tout entier £ > 0, la
derivee terme-a-terme d’ordre k de cette serie est normalement convergente car son

terme general est borne par n?<e~". On en deduit que f est de classe C> sur R. En
outre, pour tout entier impair &, on a

|f(k)(0)‘ — Ze—nn2k > 6_2k(2]€)2k.

n>1
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Donc, pour £ pair
[FE)O)\1=% _ e @R\,
(F00) ™ 5 (TR ™ mae

On obtient donc
limsup

k—o0

d’ou la serie de Taylor en 0 de f a pour rayon de convergence O.

+00,

(|f<1~2!(0)\ )=

Exemple 2.6.6. | Considerons la fonction

) = {exp(—l/x2)7 s? x #0,
0, siz=0.
La fonction f est de classe C* sur R\ {0}. En outre, pour tout n > 0, il existe un
polynéme P, tel que
FM () = Pa(1/x) exp(=1/2%)
sur R\ {0}. D’ou on a
lim f™(z) = 0.
X—0
Par recurrence on obtient que la fonction est de classe C> sur R et que f(™(0) =0
quel que soit n > 0. Par consequent, la serie de Taylor en 0 de la fonction f est la

serie nulle, qui admet pour rayon de convergence +oco. Mais la fonction f est non-nul
sauf en 0. Donc sa serie de Taylor ne converge en aucun point de R\ {0} vers f.

D’apres le theoreme de Taylor-Lagrange, on obtient un critere de convergence pour
la serie de Taylor d’une fonction.

Théoréme 2.6.7. | Soient a un nombre réel et f une fonction de classe C>° sur
un intervalle Ja — R,a + R[, ot R € [0, +o0]. Soit S la série de Taylor en a de f. Si,
pour r € [0, R[, la suite
rn
sp [fP@I= (21D
xela—r;a+r] n:

est bornée, alors la série S converge sur la — R,a + R[ vers f, et la convergence est
uniforme sur tout intervalle fermé et borné contenu dans la — R,a + RJ.

Démonstration. | Supposons que la serie S est de la forme

Z an(z —a)",

n>0
ou an = fM(a)/n!. On obtient de la condition du theoreme que le rayon de conver-
gence de la serie S est superieur ou egal a R. Donc la serie S converge simplement
sur Ja — R,a + R, et la convergence est uniforme sur tout intervalle ferme et borne
contenu dans Ja — R,a + RJ.
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Pour tout entier n > 0, soit S, la somme partielle
Sa(@)= > a( - a)<.
o<kgn

D’apres le theoreme de Taylor-Lagrange, on obtient

ﬂ@—&4m=f@w+ﬁ@_m@—@m

ou By est un nombre dans [0, 1[. Soit r € [0, R[ tel que r > rx := |z —a|. On a

10 s < s 19O = (s OGT)(2)'

ly—al<r y—al<r

qui tend vers 0 lorsque n — oo puisque la suite

sup O (=)

y€[a—r;a+r]

est bornee. On obtient alors
fx) = lim Sy(x).
n—oo

Voici quelques exemples.
n

(2.21) exp(z) = Y % zeR
n>0

. n x2n+1

(2.22) sin(z) = n2;0(—1) @ e o€ R,
2n
(2.23) cos(z) ~ go(—l)”énw z €R,
(2.24) In(L+ ) ~ Z(—l)”‘l%, ze]l—1,1],
" p2n+1

(2.25) arctan(z) ~ Y (-1)" o rE-LIL

n=0



