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CHAPITRE 3

ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

3.1. Rang

Dans ce paragraphe, K designe R ou C. Pour tout entier n > 0, on designe par
K™ le produit cartesien de n-copies de K (si n = 0, I’'espace K" reduit a I’ensemble
a un element {0}). C’est un espace vectoriel sur K dont les lois de composition sont

(a1, ... an) + (b1,...,bn) = (a1 + b1,...,an +bn),
Aazg, .- an) = (Aag, ..., Aap).
Pour tout i € {1,...,n}, soit ¢; I’element
,...,0,1,0,...,0),

ou le nombre 1 gure en la *™ coordonnee. Avec cette notation, tout element
(ai,...,an) de K" s’ecrit sous la form

n
(al, .. .,an) = Zaiei.
i=1

L’ensemble (ei)jL; s'appelle la famille canonique de K".
Etant donne un espace vectoriel V' sur K et une famille x = (z;)jL, d’elements de
V, on designe par . I'application lineaire de K™ vers V qui envoie (a1,...,an) €n

n
E aixi.
i=1

En particulier, cette application envoie ¢; en zj. L’image de , est un sous-espace
vectoriel de V, appele le sous-espace engendre par . On dit que la famille x est libre
si ’application , est injective; dépendente si elle n’est pas libre; génératrice si 4
est surjective. On dit que x est une base de V si I'application , est une bijection.
En particulier, la famille canonique (e;)iL; est une base de K", appelee aussi la base
canonique de K",
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Rappelons qu’une application lineaire ¢ : V' — V'’ entre des espaces vectoriels sur
K est injective si et seulement si son noyau, de ni comme

Ker(p) == {z € V| p(z) = 0},
reduit a {0}. En e et, si ¢ est injective, alors ¢(z) = 0 entra™e x = 0 car ¢(0) = 0.
Reciproquement, si Ker(y) = {0}, alors ¢(x) = ¢(y) implique = y car o(x — y) =

e(x) — ¢(y) = 0.
On dit qu’un espace vectoriel V' sur K est de type fini s’il existe une famille nie
d’elements de V' qui est generatrice.

Lemme 3.1.1. | Soient V un espace vectoriel sur K et x = (xi)iL, une famille
libre dans V, oun > 0 est un entier. Siy est un élément de V tel que la famille
(x,y) ne soit pas libre, alors y est contenu dans le sous-espace engendré par x.

Démonstration. | Comme la famille (x,y) n’est pas libre, il existe un element a =
(a1,...,an,an+1) de K" tel que (4.y)(a) = 0. Comme la restriction de (,.y a K"
(plonge dans K"** via I'application b+ (b,0)), qui s’identi e a , est injective, on
obtient que an+1 # 0. La relation

a1z + -+ +anTn + ans1y =0
entrae donc

Yy = apiia121 + -+ api ann.

D’ou y est dans I'image de . O

Lemme 3.1.2. | Soient V un espace vectoriel sur K et © = (z<)iL; une famille

d’éléments dans V', oun > 2 est un entier. Soienti et j deuzx indices dans {1,...,n},
i#j, et € K. Soit & = (22)iL, la famille telle que
, T silFj,
xTe =
zj+Ari sil=j.

Alors la famille x est libre si et seulement si x' est libre.

Démonstration. | La situation etant symetrique, il su t de montrer que, si la famille
x est dependente, alors il en est de méme de =’. Soit (ay,...,an) un element non-nul
de K" tel que

(@) = aixs +---+apnzyn =0.
Soit b = a — Aajei. On a
= (0) = «(a) — Aajzi + Aajzi = 0.

En outre, si aj # 0, alors b # 0; sinon b = a # 0. On en deduit donc que la famille =
est dependente. O

Théoréme 3.1.3. | Soit V un espace vectoriel de type fini sur K.
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1) Toute famille génératrice dans V contient une base de V. Par conséquent, V
admet une base.

2) Siu = (uj)jL, est une base de V, alors toute famille de cardinale > n dans V est
dépendente. Par conséquent, toutes les bases de V ont le méme cardinale.

Démonstration. | 1) Montrons par recurrence que toute famille generatrice = =
(zi).; contient une base de V. Le cas ou N = 0 est triviale. Dans la suite, on
suppose N > 1. Si la famille (x;)N.; est libre, alors elle est deja une base de V.

Dans le cas contraire, on designe par m le premier indice dans {1,..., N} tel que
(x1,...,xm) ne soit pas libre. D’apres le lemme 3.1.1, on obtient que x,, est dans le
sous-espace de V engendre par (x1,...,zm_1). Donc la famille

IBI = (Z‘j_, ey Tm=1,Tm+1y - - - 7l‘N)

est egalement generatrice. Par I’hypothese de recurrence, on obtient que la famille =’
contient une base de V, et donc il en est de méme de x.

2) Soient u = (u;j)jL, une base de V et v = (v; J”;“ll une famille d’elements de V.
Montrons que la famille v est dependente par recurrence en n. L’assertion est triviale
lorsque n = 0. Dans la suite, on suppose n > 1. Comme la famille u est generatrice,

il existe des elements (aji)igj<n+1 tels que
1<i<n

vj = ajrur + -+ ajnun.

Supposons que la famille v est libre. En particulier, on a v; # 0. Donc il existe
i€ {1,...,n} tel que a1ij # 0. Quitte a changer I'ordre des (u-)™_; on peut supposer
que ain # 0. Soit v = v; et

vjf =j — ajnaIr]lvl l<j<<n+l).

) H /yn+1 H : H /e— /\n+1
Drapres le lemme 3.1.2, la famille (vj)j=; est libre. En particulier, v" := (vj);=; est

une famille libre. Or v’ est contenu dans le sous-espace V'’ de V engendre par v’ =

(u1,...,un_1). La famille u’ est une base de V' car elle est libre et generatrice (dans
V"). Par I’hypothese de recurrence, la famille v’ est dependente, une contradiction.
O

Définition 3.1.4. | Soit V un espace vectoriel de type ni sur K. On appelle le
rang de V le cardinale de toute base de V, note rg(V).

Corollaire 3.1.5. | Soit V un espace vectoriel de type fini sur K. Tout sous-espace
vectoriel de V' est nécessairement de type fini.

Démonstration. | Soit V’ un sous-espace vectoriel de V. Si V' n’est pas de type

ni, par recurrence on peut construire pour tout entier n > 1 une famille libre (zi)jL;
dans V (ici on utilise la forme contraposee du lemme 3.1.1). Cela n’est pas possible
des que n > rg(V). O
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3.2. Espace quotient

Soient V' un espace vectoriel sur K et V'’ un sous-espace vectoriel de V. On de nit
une relation d’equivalence ~ sur V' :

Vz,y €V, x~ysietseulementsiz—ycV’.

On designe par V/V' I’ensemble quotient V/ ~. Si z1,x2,y1,y2 sont des elements de
V tels que x3 ~ y1, z2 ~ yo, alorson a x; +zp ~ yg +y2. Six ~yetsi A € K,
alors Ax ~ Ay. Donc les lois de composition de V' induisent des lois de composition
sur V/V' telles que

[c]+[y] = [z +y] et Alz] = [Ad]

quels que soient z,y € V et A € K. L’element neutre de V/V’ est la classe de tout
element dans V. Il s’avere que I’'espace V/V’ muni de ces lois de composition est un
espace vectoriel sur K, appele le quotient de V par V’'. L’application de projection 7
de V vers V/V’, qui envoie x € V en sa classe d’equivalence [z], est une application
lineaire. Elle est de plus surjective.

Proposition 3.2.1. | Soient V un espace vectoriel sur K et V' un sous-espace
vectoriel de V.

1) Six = (xi)iL, est une famille génératrice dans V, alors [x] = ([zi])jL, est une
famille génératrice dans V/V'. Par conséquent, si V est de type fini, il en est de
méme de V/V'.

2) Supposons que l’espace vectoriel V' est de type fini. Soient (xi)i, une base de V'
et u = (ui)iimeq une base de V/V'. Si, pour tout i € {m +1,...,n}, zi est un
représentant de uj dans V', alors la famille x = (zi)iZ, est une base de V.

Démonstration. | 1) Soit = : V. — V/V’ I'application de projection. On a [ =
T &. SI 4 est surjective, alors il en est de méme de , (puisque 7 est surjective).
2) Montrons que la famille x est libre. Soit (a;)iL, des elements dans K tels que

n
Z ajTi — 0.
i=1

On a alors
n
Z ajuj = 0,
i=m+1
d’ou am+1 = --- = an = 0. Par consequent,

m
Z ajxi — 0,
i=1

etdonca; =---=am =0.
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Dans la suite, on demontre que la famille x est generatrice. Soit y un element de
V. Comme u est une base de V/V”, il existe des elements (bi)jL,+; de K tels que

] = i aiui:[ i bixi}

D’ou
n
Yy — E: hxielﬂ.
i=m+1

Comme (i), est une base de V, il existe des elements (b;){2, de K tels que

n m
Yy — 2: lnxi::§:lnxp
i=1

i=m+1

Donc
n
y= Z bixi.
i=1
O

Corollaire 3.2.2. | Soit V un espace vectoriel de type fini sur K. Toute famille
libre dans V' s’étend en une base de V.

Démonstration. | Soit (zi)f=, une famille libre de V. Soit V" le sous-espace vectoriel
de V engendre par cette famille. 11 s’avere que (z;)j=, est une base de V’. Choississons
une base arbitraire de V/V'. Par la proposition 3.2.1 2) on obtient une base de V' qui
contient la famille (zi){=;. O

Corollaire 3.2.3. | Soit V un espace vectoriel de type fini sur K. Pour tout sous-
espace vectoriel V' de V', on a

rg(V) = rg(V') + rg(V/V").

Soit ¢ : V. — W une application lineaire d’espaces vectoriels sur K. On rappelle
que le noyau de ¢ est par de nition I’ensemble Ker(y) des z € V tels que ¢(z) = 0.
C’est un sous-espace vectoriel de V. En outre, I'image de ¢, notee comme Im(y), est
un sous-espace vectoriel sur W. Le theoreme suivant donne un lien entre le noyau et
I'image de .

Théoréme 3.2.4. | Soit ¢ : V. — W wune application linéaire d’espaces vectoriels
sur K. Il existe une unique application linéaire v : V/ Ker(p) — W telle que pm = .
De plus, ¢ donne une bijection entre V/ Ker(yp) et Im(y).

Démonstration. | Six ety sont deux elements de V' tels que z—y € Ker(yp), alors on
a o(x) = ¢(y). Donc ¢ induit par passage au quotient une application ¢ de V/ Ker(y)
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vers W telle que pm = . Cette derniere relation implique aussi 'unicite de ¢. En
outre, I'application ¢ est lineaire car

o([z] + WD) = o[z +y]) = p(z +y) = o(z) + »(y) = e([z]) + o([v]),
e(Alz]) = p([Az]) = p(Az) = Ap(z) = Ap([z])

quels que soient x,y € V et A € K. Montrons que I'application ¢ est injective. Si [x]
est une classe dans V/ Ker(y) telle que ¢([x]) = p(x) = 0, alors on a = € Ker(yp) et
donc [z] est la classe neutre. En n, tout element de Im(y) s’ecrit sous la forme o (x)
ouxz € V. Onadoncy=¢(z]) € Im(p). O

3.3. Espace des applications linéaires

Soient V' et W deux espaces vectoriels sur K. On designe par L(V; W) I’ensemble
des applications lineaires de V vers . L’espace L(V; W) est naturellement muni des
lois de composition telles que

Vo, € L(V; W), z €V, (p+¢)(z) = p(z) + (),
YAeEK, pe L(V;W), 2z €V, (Ap)(x) = Ap(x).

Il s’avere que I'espace L(V; W) muni de ces lois de composition est un espace vectoriel
sur K.

Pour tous entiers m et n tels que m > 1 et n > 1, on designe par Mn.m(K) I'espace
des matrices de taille n x m a coe cients dans K. C’est un espace vectoriel sur K
qui est canoniquement isomorphe a K™™. Donc son rang est nm.

Soient V' et W deux espaces vectoriels de type ni et non-nuls sur K. Soient n et
m les rangs de V' et W respectivement. Etant donnees une base = (zi)jL, de V et
une base y = (y;)jL, de W, on construit une application lineaire ., de Mn:m(K)
vers L(V; W) qui envoie une matrice A = (ajj) en I'application lineaire

n n m
Z)\i.ri — Z/\i Zaijyj.
i=1 i=1 j=1

L’application ., est une bijection. En e et, si ¢ : V — W est une application
lineaire, alors pour tout i € {1,...,n}, 'element ¢(z;) s’ecrit de facon unique comme
une combinaision lineaire

m

> aij()ys-

j=1

L’application qui associe (aij(y)) 1<i<n & ¢ est l'inverse de
1<j<m

zy- ON en deduit le

resultat suivant:

Proposition 3.3.1. | Soient V et W deux espaces vectoriels de type fini sur K.
L’espace vectoriel L(V; W) est de rang rg(V) rg(W).
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La matrice (aij(v)) veri e la propriete suivante:

w(z1) a11(p) ai2(p) -+ aim(p) Y1
w(z2) _ az1(p) az(p) -+ azm(p) Y2
oem)  \am@) am(@ o anm@/) \ym

Définition 3.3.2. | Soit V un espace vectoriel sur K. On appelle forme lineaire
sur V toute application lineaire de V' vers K. L’espace L(V; K) des applications
lineaires de V' vers K est aussi note comme V'V,

D’apres la proposition 3.3.1, si V est de type ni, alors on a rg(V") = rg(V). Si
(zi)f=, est une base de V, pour tout i € {1,...,r}, on designe par z;" la forme lineaire
sur V telle que

A1y + -+ Aewy) = A

Il s’avere que (zy')f—; est une base de V'V, appelee la base duale de (zi)i=;.

Proposition 3.3.3. | Soit V un espace vectoriel de type fini sur K. L’application
de V vers VYV, qui envoie x € V en (f € VV) — f(x), est une bijection.

Démonstration. | D’abord cette application est lineaire. En outre, si (ej)iL; est une
base de V, alors  envoie ¢j en ;Y. Donc elle envoie une base de V' en une base de
VVV, d'ou elle est une bijection. O

Soient (V;)iL, une famille d’espaces vectoriels sur K, et W un espace vectoriel sur
K, on appelle application multilinéaire de Vi x --- x V, vers W toute application
w: Vi x--xV,— W telle que, pour tout i € {1,...,n}, on a

plxy, ., zi *yi,...,xn) = o(T1, ..., Tiy. .., xn) F (X1, ..., Yiy .- -, Tn),
<P($17-~-a)\xi7-~-axn) = )‘go(xla"'a'rn)'

Il s’avere que les applications multilineaires de V3 x - - - x V}, vers W forment un espace
vectoriel sur K que I'on note L(V3,--- , Vu; W).

Proposition 3.3.4. | Soient (Vi)iL, et W des espaces vectoriels sur K, ot n >
2. L’application linéaire de L(V1, ..., Vo, W) vers L(Vy, L(Va, ..., Va; W) qui envoie
e L(Vy,...,Va; W) en

(xl € Vl) — I:(x27 s 7$n) = @(xlaxZa v al’n)}

est une bijection. En particulier, si les espaces vectoriels (Vi)iL, et W sont de type
fini, alors

3.1) rg L(Vi,....,Va; W) =rg(V1) - - - rg(Vy) rg(W).
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Démonstration. | 1l su tde construire I'inverse de I'application dans I’enonce de la
proposition: elle envoie f € L(Vy, L(Vz,...,Va; W)) en

(x1,...,2n) — f(z1)(x2,...,2n).

En n (3.1) se deduit de la proposition 3.3.1 par recurrence sur n. O

On designe par &, I'ensemble des bijections de {1,...,n} vers {1,...,n}. La
composition d’applications de nit une loi de composition sur &, de sorte que G
devient un groupe.

Pour tout o € &y, on designe par sgn(c) le nombre

11 o(j) — o (@)

11 j—i
1<i<j<n

Proposition 3.3.5. | L’application o : &n — R est multiplicative. De plus, elle
prend valeur dans {+1}.

Démonstration. | On designe par A la famille des parties de cardinale 2 de
{1,...,n}. Par de nition, on a

son(e) =[] M.
(id}ea J

En outre, tout element o € &, induit une application de .4 dans A qui envoie {3, j}
en {o(i),0(j)}. Cette application est injective car si

{o(@,00)} = {a(k), (D)}

alors le cardinale de {i,7} U {k, ¢} est egal a 2, et donc {i,j} = {k,¢}. Comme
I’ensemble A est ni, on obtient que cette application est une bijection. Par
consequent, pour tous les 0,7 € &p, 0N a

m(0(@®) — 7(c ()

sgn(ro) = H =7
{iij}eA
(@) — 10 ()) o) - o)
= ([ QD (1 20200 = sgnrysonco
<{i;,-}e,4 50" I

Comme &, est un groupe ni, pour tout o € Gy, il existe m € N tel que o™
s’identi e a I'application d’identite de {1,...,n}®. Par de nition, la signature de
I’application d’identite est 1. Donc sgn(c)™ = 1, d’ou sgn(o) € {+1} car elle est
reelle. O

(D La démonstration est laissée comme un exercice.
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Définition 3.3.6. | Soit V un espace vectoriel sur K. Soit n» > 1 un entier. On
appelle forme multilinéaire de degre n sur V' tout element dans

(VeMY = L(V,...,V; K).
N——
n copies

On appelle forme alternée de degre n sur V tout element de (V™Y qui veri e la
propriete suivante:

Vo€6n, alr @, . .,z @) =sgn(o)a(zs,...,zn).
Les formes alternees forment un sous-espace de (V®")V que I’'on note ( "V)V.
Si f € (V&)Y et g e (VM) sont deux formes multilineaires, on designe par f®g
I'application de V"*™ vers K qui envoie (z1,...,Zn+m) €N
f(@1, ..., zn)9(®Tn+1, - -, Tn+m)-
C’est une forme multilineaire de degre n +m sur V. On obtient ansi une application
(VE)Y x (VEM)Y s (Em)Y,
(f,9) — f®g.
Cette application est bilineaire. Plus genealement, si (nj)j—; est une famille d’entiers
strictement positifs, et si, pour touti € {1,...,7}, fi est un element dans (V®")V, on
designe par f1 @ ---® fr 'element de (V®M++n))V qui envoie (z1,. .., Zn,+...+n,)
en
fl(zla cee ,xnl)f2($n1+l7 e 71'n1+n2) s fr(l'n1+..‘+nr,1+17 cee 733n1+...+nr)-
L'element f1 ® --- ® fy est appele le produit tensoriel des (fi)i=,. L’application
(V®n1)\/ NI (V®nr)v SN (V®(nl+---+nr))\/’
(f1,---5 fr) — [1®--® fr

est multilineaire. De plus, le produit tensoriel est associatif: si n, m et k sont trois
entiers strictement positifs, on a

(fegeh=fo(@oh)
quels que soient f € (V®N)V, g € (V™) et h € (VEK)V,

Théoréme 3.3.7. | Soient V un espace vectoriel de type fini, r = rg(V') et (zi)i—;
une base de V. Pour tout entier n > 1, la famille (x:/l QR x}/ﬂ,)lgil;:::;ingr est une
base de (VEM)V.

Démonstration. | Montrons que la famille est libre. Soient (Ai, i, )1<iy;i, <r UNe
famille d’elements de K tels que
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Comme pour tout (iq,...,in) € {1,...,7r}" ona

f('riu- .- a‘rin) = >\i1;:::;in7
on obtient donc Aj,.....i, = 0 quel que soit (i1,...,in) € {1,...,r}".

On a vu plus haut que le rang de (V®")V est v". Comme le cardinale de la famille
(@) ®---@xy )1<i, i, <r €St exactement ", cette famille est une base de (V®")¥. [

Si f est une forme multilineaire de degre n sur V. On designe par m(f) € (V®™)V
la forme telle que

(f)(x1, ..., xn) :% > sgn(@)f(@ @y )
T oes,

Ainsi on a deifni une application lineaire de (V®")V dans lui-méme.

Proposition 3.3.8. | Soient V un espace vectoriel sur K et n > 1 un entier.
L’application 7 : (VEM)Y — (VO™ définie comme ci-dessus est une projection
de (VO™ dans ( "V)V.

Démonstration. | Montrons d’abord que I'image de m, est contenue dans ( "V)V.
Soit 7 un element de &,. On a

1
mN@ @t @) = > sgn(@) (@ ¢ @y T ()

€6,

1
=sgn(1) = > san(ro)f(@ ( @pys-- T ( ))
(32) n: €6,

=sgn(r)% > sgn(e)f(z @y ()

€6,
=sgn(r)mn(H(x1,--.,zn)-

Donc mn(f) € "VV.
En outre, si f est une forme alternee de degre n, alors

() (@1, ..., 2n) :% > san@)f(@ @y, ()

€6,
1
= E Z Sgn(O’)zf(l'l, e 7:Un)
€6,
= f($l7-~-a$n)-
Donc la restrictioin de m, a ( "V)V est I'application d’identite. O

Siae( "V)Vet3e( MV) sont deux formes alternees sur V/, on designe par
a A B la forme mham(a ® B) € ( "MV)V, appelee le produit extérieur de o et j.
Par de nition, le produit exterieur est une application bilinaire de ( "V)V x ( MV)V
dans ( "MY)V,
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Proposition 3.3.9. | Soit V un espace vectoriel sur K.

1) Le produit extérieur est associatif: pour tout les entiers strictement positifs n, m
et k, on a
(anBYNy=an(BAY)
quels que soient a € ( "V)V, Be( MV) ety e ( KV)V.
2) Siae( "WV, Be( ™V, oun et m sont deux entiers strictement positifs,
alors on a
BAa=(=1)""aApB.
3) Si f est un élément de V'V, alors f A f =0.

Démonstration. | 1) Montrons la formule suivante:

(3.3) (@ABYANY = Tnem+k(@ @ B@7) = aA(BAY).
Pour tout = (1,...,Zn+m+k) € K"M*K et tout 0 € Snem+k, ON designe par
o(z) I'element (z (1y,...,% (n+m+ky) dans K"*M*K En outre, on designe par

T:Gn+m —* Gn+rm+k

I’application qui envoie 7 € Gp+m €N
. 7(1), i€{l,...,n+m},
T(r)@) = { ¢ }

i, ie{n+m+1....n+m+k}

C’est un morphisme de groupes qui est commutatif. Par de nition, on a sgn(r) =
Sgn(T(T)). On a, pour tout x € Kn+m+k,

(o A B) AY)(&)
1
T mr R 662; (D@ ) )
=TT Y WO Y s )T (o)
€6 ntmtk €Gnim
1 1 / /
e B RN R R LG CEEERI GO
"ET (G ntm) €ESntm+k
- ﬁ Yo Anemek(@ ® B )(@) = mnamek(a @ B @ 7)(@).

TET(Grntm)
La demonstration de la seconde inequalite de (3.3) est tres similaire. On I'a laisse
comme un exercice.

2) Pour x = (z1,...,Zn+m) € K"™™M et 0 € Gp+m, On designe par o(x) le point
(@ @ (n+my)- SOitL € Gnem I'application qui envoie (1,...,n,n+1,... ,n+m)
en(n+1,...,n+m,1, ...,n). Par de nition, on a sgn(:) = (—1)"™. En outre,

(B ® ) (=) = (a® B)(x).
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On a
1
wmmm=m+M!£2sw@w®mw@)

= B U @ a)oa)
nm 1

=1 n+m)! e;im sgn(o)(8 ® a)(o(x))

= (=1)"a A B.

OnafAf=(CDTfAf, dou fAf=0. O

3.4. Déterminant

Le determinant est un outil important a etudier I'independence des vecteurs dans
un espace vectoriel.

Lemme 3.4.1. | Soient V' un espace vectoriel sur K et (fi)iu, une famille de
formes linéaires sur V. La famille (fi)jz, est dépendente dans l'espace dual V'V si et
seulement si

fin---ANfn=0.

Démonstration. | \=="": Sans perte de generalite, on peut supposer que f s’ecrit

comme une combinaison lineaire des (fi)[;", soit

fa=Mfi+- -+ A1 fnot.
Par la multilinearite, on a (d’apres la proposition 3.3.9)

n-1
AN Nfa =D XifiA A faaAfi =0
i=1

\<=": Soient ,
Vo = (1) Ker(f3)
i=1

et V! = V/V,. Par passage au quotient, les formes lineaires (fi)jL, induisent une
application injective

f=U)ie V! — K™
Donc V' est un espace vectoriel de type ni. La famille (fi)iL, est libre si et seulement
si (fi)iL, I'est. En outre, pour tout (z1,...,2n) € V", 0n a

(fin--Afo)ae, . en) = (fu A A fa)([2a], - [2n)).

On est donc ramene au cas ou I’espace vectoriel V' est de type ni, que I’'on supposera
dans la suite. Montrons que, si la famille (fi)iL, est libre, alors fi A--- A fn # 0.
D’apres le corollaire 3.2.2, la famille (fi)[L, s’etend en une base (fi);=" de V'V, qui
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induit une base duale (f;)j=" de VVV. Par I'isomorphisme V — V"V, la base duale
(2™ correspond a une base (zi)[=;" de V. Par de nition on a®

fi(zj) = dij 1<i, g <n+m).
Un calcul direct montre alors que

(fl/\/\fn)(xl» 7$n):17
dou f1 A--- A fr, est non-nul. O

Théoréme 3.4.2. | Soient V' un espace vectoriel de rang v sur K et (xi)i=; une
base de V.. Pour toutn € {1,...,r}, la famille

(3.4) zf ANz 1<ig<ir<...<in<r
est une base de ( "V)V. En particulier, le rang de ( "V)V est (]).
Démonstration. | D’apres la proposition 3.3.9, pour tout element (i1,...,in) €
{1,...,7}",ona
x,vl VAR a:,v =
si I’ensemble {iy,...,in} est de cardinale < n (lorsque il y a des repetitions); et on a

a:}/l/\---/\xivnZ(il)a:jvl/\---/\xjvn

si les indices i1, . ..,in sont distincts, ou (ji, ..., jn) est la permutation de (i1, ...,%n)
a I'ordre croissant. On obtient anisi que la famille (3.4) est generatrice, compte tenu
du theoreme 3.3.7.

En n, si (Aij::i,)1<ii<-<i, <r €St une famille d’elements de K et si

o = Z )\i1 ..... H xv/\/\x:/n’
1i <--<i, <r
alors pour tout (i1,...,in) € {1,...,7}"telque 1 < i3 < ---<ip=r,0na
a(l‘il,...,l’in) =>\i1 ----- i

D’ou o = 0 implique que tous les coe cients Aj,..-.j, sont nuls. La famille (3.4) est

.....

donc libre. O

Définition 3.4.3. | Soit ¢ : V — W une application lineaire d’espaces vectoriels
sur K. Pour tout entier n > 1 et tout o € ( "W)V, on designe par ( ")V() la
forme multilineaire de degre n sur V' qui envoie (x1,...,zn) € V™ en

a(p(r1),. .., e(zn)).

(2)Ici on utilise expression de Kronecker:

1 sii=j,
bij = o
0 sii#j.
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C’est une forme alternee de degre n sur V. L’application ( "¢)¥ : ( "W)V — ( "V)V
est lineaire.

Remarque 3.4.4. | L’application lineaire ¢ : V. — W induit une application
lineaire v : WY — VV qui envoie f € WV en (z — f(¢(x))). Cette application
s'identi e a ( 1¢)V. Par de niton, si (o)L, est une famille de forme lineaire sur W,
alors on a

( "@) (1 A Aan) =@V (@) A A Y (an).

Proposition 3.4.5. | Soit ¢ : V — W une application linéaire d’espaces vectoriels
sur K. Si ¢ est surjective, alors pour tout entier n > 1, Uapplication ( "¢)¥ :
( "W)Y = ( "V)V est injective.

Démonstration. | Soit a une forme dans ( "W)V telle que ( "¢)V(a) = 0. Par

de nition, pour tout (z1,...,2zn) € V", 0n a

afp(z1), .-, (zn)) = 0.
Comme I'application f est surjective, on obtient que, pour tout (y1,...,yn) € W",
onaa(yi,---,yn) =0, dou a=0. O

Définition 3.4.6. | Soit V un espace vectoriel de type ni sur K. Soit r le rang
de V. Pour tout application lineaire ¢ : V' — V/, on designe par det(yp) I’application
(") i ("V)V = ( "V)V, consideree comme un element dans K en identi ant
L(( "V)V,( "V)VY) a K via la base qui consiste de I'application d’identite de ( V)V
vers lui-méme.

D’apres la remarque 3.4.4, si (zi)j—, est une base de V et si (z;)i_; est la base
duale, alors on a la relation

(3.5) V(@) A ApY(ay) = det(p) (@i A - Ar).

Cette formule est tres utile dans le calcule du determinant d’un endomorphisme®.

Proposition 3.4.7. | Soient V un espace vectoriel de type fini sur K et :V =V
une application linéaire. On a

det(p) = det(pY).

Démonstration. | Soient (zj){=, une base de V et (fi)i=; son base duale. On iden-
ti e V a VVV via I'application lineaire de bidualite (voir la proposition 3.3.3). Par
de nition, on a

o(x1) A -+ A p(zn) = det(e¥)(x1 A -+ A zn).

(3) C’est-a-dire une application linéaire d’un espace vectoriel vers lui-méme.
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Comme
e(xz) A Ap(@n)(f1,---, fn)
= 1Y s @@ pam)(f @y o)
T es,
= 23 s (@) e (F )n)
T e,
= 1Y s (G @)@’ Une @)
T es,
=( n‘P)v(fl NN fa)(@e, ..o Tn)
=det(p)(fa A A fa)(@, -5 2n)
et comme
@A ANza)(fr, o ) = A A fa)e, .. zn) =1
on obtient det(y) = det(y"). O

Théoréme 3.4.8. | Soit V un espace vectoriel de type fini sur K et o ©'V — V une
application linéaire. Alors @ est une bijection si et seulement si det(yp) est non-nul.

Démonstration. | D’apres la proposition 3.4.5, on obtient que, si ¢ est surjective,
alors det(yp) # 0.
Supposons que det(¢) = 0. Soit (zj){—=; une base de V et (z}){—, sa base duale.
On a alors
@ (@) A At () =0,

d’ou (¢Y(x})){=, est une famille dependente (voir le lemme 3.4.1). Donc " n’est pas
une bijection, et ¢ ne I’est pas non-plus. O

Théoréme 3.4.9. | Soient V un espace vectoriel de type fini et p,v 1V — V deux
applications linéaires. On a

det(yp) = det(y)det(p).

Démonstration. | L’egalite est triviale lorsque I'une des applications lineaires ¢ et
1 n’est pas une bijection: les deux cotes sont nuls. Dans la suite, on suppose que
les applications ¢ et ¢ sont des bijections. Soit (zj)j—; une base de V. La famille
(¢(xi))i=, est egalement une base de V. On a

det(pp)(xa A -+ Aar) = p(p(x2)) A~ A(e(zn))
= det(¥)(p(z1) A - -+ Ap(zn)) = det(y)det(p)(z1 A - - - A zn).



52 CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Soient n > 1 un entier et A = (ajj) une matrice dans Mn.n(K). On peut la
considere comme une application lineaire pa : K™ — K" qui envoie ej € K" en

ajre; + .-+ ajpen.

Le determinant de la matrice A est de ni comme le determinant de I'application
lineaire pa, Note det(A).

Ezxercice 3.4.10. | Soientn > 1 un entier et A = (ajj) une matrice dans Mn:n (K).
Montrer que la matrice de I’application lineaire px : (K™)V — (K™)Y par rapport a
la base duale (e')IL, est la transposee de A. En deduire que det(A) = det(AT).

Théoréme 3.4.11. | Soient n > 1 un entier et A = (aij) une matrice dans
Mnp:n(K). On a

det(4) = > sgn(o)ay 1y - an (n)
eGn
Démonstration. | Par de nition, on a (en identi ant K™ au dual de (K™)V)
oaler) A+ Apalen) = det(A)(er A -+ Aen).
Par la multilinearite du produit exterieur, on obtient
pale)) Ao Apalen) = Y azj, - anj.ei A A,
1<j1;"' ;jn<n

Si (j1,.--,Jn) = (0(1),--- ,o(n)) avec o € Gp, 0naej, A---Aej, = sgn(o)eiA---Aen;
sinon ej, A--- Aej, = 0. On obtient donc le resultat. O

Corollaire 3.4.12. | Soient n > 1 un entier et A = (aij) une matrice dans
Mnin(K). Pour tout (i,j) € {1,...,n}2, on désigne par Aij la matrice dans
Mn—_1y;(n—1)(K) obtenue de A en supprimant sa i ligne et sa j°™° colonne.
Alors, pour touti € {1,...,n}, on a

n

> (—1) aijdet(Ay).

j=1
Démonstration. | Par de nition, on a

det(A)(ex A---ANen) = Z aj, - Onj,€j, N Nej,
1<j1;"‘;jn<n

n
= Zaijdet(Aij)(—l)iej ANerN---Nej_1Nej+1/N---/Nen
=1

n
= (1) aijdet(Aij)es A+ Aen.
i=1
Le resultat est ainsi demontre. O
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Définition 3.4.13. | Soient V un espace vectoriel sur K, et (V;)iL; une famille de
sous-espaces vectoriels de V. On dit que V' est la somme directe des V; si tout element
x € V s’ecrit de facon unique sous la forme z = z1 + --- + x avec z;j € V; quel que
soiti e {1,...,n}.

Remarque 3.4.14. | Soient V un espace vectoriel sur K, et (V;)iL,; une famille
de sous-espaces vectoriels de V. Pour que V soit la somme directe des Vj, il faut et
il su tque V =1V, +...+ 1, et que, pour toute famille (z;)jL, d’elements de V/
tels que x; € Vi quel que soit i € {1,...,n}, la relation z; + --- + 25 = 0 entra™e
ry =--- =z, = 0. En outre, si pour tout i € {1,...,n}, z® est une base de V;,
alors la reunion (Ji_; =V est une base de V.

Proposition 3.4.15. | SoientV un espace vectoriel sur K et (Vi)iL, une famille de
sous-espaces vectoriels de V' tels que V' soit la somme directe des Vi. Soit o1V — V
une application linéaire telle que chaque sous-espace Vi est invariant par ¢. Pour
tout i € {1,...,n}, on désigne par @i la restriction de ¢ d Vi, considérée comme une
application linéaire de Vi vers lui-méme. Alors on a

det() = [ ] det(ei).

i=1

3.5. Valeurs et vecteurs propres

Soit V' un espace vectoriel sur K. On appelle endomorphisme de V toute applica-
tion lineaire de V dans V. Il s’avere que I’ensemble des endomorphismes de V' forme
un espace vectoriel sur V, note End(V).

Si ¢ et ¢ sont deux endormorphisme de V, alors il en est de méme de la composition

.

Définition 3.5.1. | On appelle anneau tout ensemble A muni de deux lois de

compositions (a,b) — a + b (appelee la loi d’addition) et (a,b) — ab (appelee la loi

de multiplication) qui veri e les conditions suivantes:

1) I’ensemble A muni de la lois d’addition est un groupe commutatif (dont I’element
neutre est note 0),

2) I'ensemble A muni de la lois de multiplication est un mono de (dont I’element
unite est note 1),

3) 0#1,

4) pour tous a,b,c € A, on a

(a+b)c=ac+bc, cla+b)=ca+ch.

(4) Autrement dit, la loi de multiplication est associative, et il existe 1 € A tel que la = al = a quel
que soit a € A.
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Si de plus la loi de multiplication est commutative, on dit que I’'anneau A est com-
mutatif.

Soient A et B deux anneaux. On appelle homomorphisme de A vers B toute
application
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Démonstration. | Pour tout A € K, soit B une base de £ (). D’apres la propo-
sition 3.5.3, si (Aj)jL; est une famille d’elements distincts dans K, alors

n

Us.

i=1
est une famille libre dans V. Donc il n’existe qu’un nombre ni de A € K tels que
E (¢) # {0}. L’ensemble

U B

eK

est alors de cardinale ni et est une famille libre dans V. D’ou (3.6). O

Définition 3.5.5. | Soient V' un espace vectoriel de type ni sur K et ¢ un endo-
morphisme de V. On dit que ¢ est diagonalisable Si

> rg(E (9)) = rg(V),
eK
ou de facon equivalente,

Y E@=V,
eK
ou encore, V admet une base qui consiste de vecteurs propres de .

Théoréme 3.5.6. | Soient V un espace vectoriel de type fini sur K et ¢ un endo-
morphisme de V. Si ¢ est diagonalisable, alors

det(p) = H ATIENC)

eK
rg(Ex(7))=0

3.6. Polynéme minimal, polynéme caractéristique

Soit A un anneau commutatif. On dit qu’un sous-ensemble I de A est un idéal S’il
veri e les conditions suivantes:

1) I est un sous-groupe de A par rapport a la loi d’addition,
2) pourtouta e AettoutbeI,onaabel.

Exemple 3.6.1. | Soit f : A — B un morphisme d’anneaux, ou I'anneau A est
suppose tre commutatif. Alors le noyau de f, de nicomme Ker(f) :={a € A| f(a) =
0}, est un ideal de A.

On designe par K[X] I'anneau des polyndmes a coe cients dans K. On rappelle
que K[X]s’identi e a I’ensembles des suites dans K qui ne contiennent qu’un nombre
ni de termes non-nuls. La loi de multiplication est
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Soient F' et P deux polyntmes. On dit que F' est divisible par P, ou que P divise
F, s’il existe un polynéme @ tel que F' = PQ. Soit P = (ai)i>o un polynéme a
coe cients dans K. On appelle degré de P le plus petit indice ¢ tel que aj # 0. Le
degre de P est note comme deg(P). Si tous les a;j sont nuls, alors le degre de P est
de ni par convention comme —oco. On dit qu’un polynéme de degre n

P(X)=a0+a1X+-~~+aan
est unitaire Si an = 1.

Théoréme 3.6.2. | Soit P un polynéome de degré d dans K[X], ot d > 1 est un
entier. Pour tout polynome F € K[X], il exriste Q, R € K[X] avec deg(R) < d tels
que F = PQ + R. De plus, les polynome Q et R sont unique.

Démonstration. | D’abord la fonction de degre admet les proprietes suivante:

on a deg(GH) = deg(G) +deg(H) et deg(G + H) < max(deg(G), deg(H))

quels que soient G, H € K[X].
Par consequent, si F' = PQ; + Ry = PQ, + Ry, alors on a R; — Ry = P(Q2 — Q7).
D’ou

d +deg(Q2 — Q1) = deg(R1 — Rz) < max(deg(R1),deg(R2)) <d

et donc Q1 = Q2 et Ry = R,. La partie d’unicite du theeoreme est donc veri ee.
On demontre le theoreme (la partie d’existence) par recurrence sur le degre n de F.
Le cas ou n < d est trivial: il su t de prendre @ = 0 et R = F. Supposons que le
theoreme est veri e par le cas ou deg(F) < n. Montrons le cas ou F' est de la forme

F‘(AX):CL()"'LL;[)('"-"'|‘Cln)(n7
oun > detan# 0. Supposons
P(X)=b0+b1X+---+bdXd’

ou by # 0. Le polynome Fy(X) := F(X) — an/bgX"~9P(X) est de degre < n. Par
I’hypothese de recurrence, il existe des polyndmes Q; et R tels que deg(R) < d et que
Fy = PQ1 + R. Soit Q(X) = Q1(X) + an/bgX"9. On aalors F = PQ + R, d’ou le
theoreme. O

Corollaire 3.6.3. | Tout idéal de K[X] est principal. Plus précisément, tout idéal
non-nul I de K[X] est de la forme {QP|Q € K[X]}, ot P est un polynéme unitaire.

Démonstration. | Soit I un ideal non-nul de K[X]. Soit P un polydme non-nul
dans I dont le degre d est le plus petit. Quitte a multiplier P par un scalaire, on
peut supposer que P est unitaire. Montrons que tout polyndme dans I s’ecrit comme
le produit de P avec un autre polynféme. Soit F' un polynéme quelconque dans
1. D’apres le theoreme precedent, il existe deux elements @ et R dans K[X] tels
que FF = PQ + R et que deg(R) < d. Comme [ est un ideal, on a R € I. Cela
montre que R = 0. Donc F' = QP. En n, comme [ est un ideal qui contient P, il
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contient alors tout element de K[X] de la forme QP, ou @ € K[X]. Par consequent,
I'={QP|Q € K[X]}. O

Remarque 3.6.4. | Soit I un ideal non-nul de K[X]. D’apres le corollaire
precedent, il existe un unique polyntme unitaire P tel que I = {QP|Q € K[X]}. En
e et, si P, et P, sont deux tels polynbmes P, et P, alors il existe deux polynémes
Q1 et Q2 tels que P, = Q2P et PL = Q1 P,. On obtient alors P, = QQ2Q1 P>, d’ou
@201 = letdonc Q1 = Q2 = 1. Si I est delaforme {QP|Q € K[X]} avec P
unitaire, on dit que I est engendré par P, note I = (P).

Définition 3.6.5. | On dit qu’un polynéme unitaire P est irréductible S’il n’existe
aucun polynéme unitaire ) de degre > 0 tel que (Q) 2 (P).

Théoréme 3.6.6. | Tout polynéme unitaire se décompose comme un produit de
polynomes unitaires irréductibles. En outre, si on écrit un polynome unitaire F sous
la forme

(3.7) F=]]P"®,
p

ot P parcourt tous les polynéome irréductible de degré > 1, alors les exposants vp (F)
sont unique.

Démonstration. | Montrons d’abord I’existence. Soit F’
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Définition 3.6.7. | Soit F' un polynéme unitaire dans K[X]. On appelle facteur
irréductible tout polynéme unitaire irreductible P (de degre > 1) tel que vp (F) > 0.
L’entier vp (F') s’appelle la multiplicité de P dans la decomposition de F'.

Soit V' un espace vectoriel de type ni sur K et ¢ un endormorphisme de V. On
considere I’lhomomorphisme d’anneaux de K[X] vers End(V") qui envoie F' € K[X] en
F(¢). Le noyau de cet homomorphisme est un ideal non-nul de K[X] puisque End(V")
est un espace vectoriel de type ni (il existe alors un n tel que les endomorphismes
Idy,¢,...,¢" sont dependents). On appelle polynéme minimal de ¢ le polynéme
unitaire qui generalise cet ideal, note F-. Pour tout polyndme unitaire irreductible P,
on designe par £p () le noyau de I'endormorphisme P(p)V»(F«). C’est un sous-espace
vectoriel de V, qui reduit a I’espace nul lorsque P n’est pas un facteur irreductible de
F-.

Lemme 3.6.8. | Soient V un espace vectoriel de type fini sur K et ¢ un endomor-
phisme de V.

1) Si W est un sous-espace vectoriel de V' qui est stable par Uaction de p, et si ) est
la restriction de ¢ a W, alors F- est divisible par F .

2) Soit (Vi)iL, une famille de sous-espaces vectoriels de V telle que V.=V +-- -+ V.
Pour tout i € {1,...,n}, soit @i la restriction de ¢ a Vi. Alors

F- =ppem(F-,,..., F- ).

3) Soit (Fi)iL, une famille de polynémes dans K[X]. On suppose que, pour tout
i,j €{1,...,n}, i # j, les polynomes Fj et Fj ne sont pas divisibles en méme temps
par aucun polynome unitaire irréductible de degré > 1. Pour tout i € {1,...,n},
soit Vi = Ker(Fi(¢)). Alors, pour tout (x1,...,2n) € V1 X---XVy, x1+---+xn =0
implique x1 = --- =x, =0.

Démonstration. | 1) Par de nition, pour tout x € V, on a F-(p)(z) = 0. En
particulier, - () = 0. Donc F- est divisible par F' .
2) Soit G = ppem(F-,,...,F- ). Pour touti e {1,...,n} et tout z € V5, on a

G(p)(@) = G(pi)(x) = 0.

On en deduit G(p) = 0 et donc G est divisible par F-. Or, d’apres 1), F- est
divisible par chaqu’un des F; (z € {1,...,n}). Donc F- est divisible par G. Donc
F- =ppem(F-,,..., F> ).

3) Chacun des espaces vectoriel V; est invariant par I'action de . Pour tout
i € {1,...,n}, on designe par ; la restriction de ¢ a Vj, consideree comme un
endormophsme de V;. Par de nition, le polynéme minimal £-, divise Fj.

Montrons que, si ¢ et j sont deux indices distincts, alors la restriction de Fj(y)
a Vj est une bijection. Soit W I'espace vectoriel des = € V; tels que Fj(y) = 0, qui
est invariant par I’action de . Soit 7 la restriction de ¢ a T, considere comme un
endormorphisme de W. D’apres 1), F' divise F*-,, donc divise Fij. En outre, comme
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Fj(n) =0, on obtient que £ divise Fj. Or Fj et Fj ne sont pas divisible par aucun
polynéme unitaire irreductible, on obtient F* =1, et donc W = 0.
En n, pour tout i € {1,...,n}, soit

Gi: H FJ

1<ign
j#i
La restriction de Gj(y) a V; est une bijection. Comme
0 =Gi(p)(xy + -+ zn) = Gi(p)(xi),

on obtient z; = 0. O

Théoréme 3.6.9. | Soient V un espace vectoriel de type fini sur K et @ un endo-
morphisme de V.

1) Pour tout facteur irréductible P de F- qui est de degré > 1, l'espace vectoriel
Ep (@) est non-nul, et est invariant par Uaction de .

2) Si Pi,...,Pn sont les facteurs irréductibles distincts de F-, qui sont tous de degré
>1, alors V est la somme directe des Ep, ().

Démonstration. | On suppose que le polynéme minimal F- s’ecrit sous la forme
n

F-=1] P,
i=1
ou Pi,..., P, sont des polyndmes irreductibles distincts, et pour tout i € {1,...,n},
aj = vp, (F-) est strictement positif.
Pour tout ¢ € {1,...,n}, soient

— a;
= 11 5"
1<isn
JFi
et v la restriction de Gi(y) a &p, (), vue comme un endomorphsime de &p,. D’apres
ce que I'on a vu dans la demonstration du lemme precedent, on obtient que ; est
une bijection. Pour tout x € V et tout i € {1,...,n}, soit

zi = ¢; H(Gi(p) (@)
C’est un element de &p,(¢). Soit y = xq + -+ xn. Pour tout i € {1,...,n}, on
a Gi(p)() = Gi(¢)(y). On designe par I I'ensemble des polynémes de la forme
E?:l AjGj. C’est un ideal de K[X]. Comme les polynémes G; n’ont pas de facteur
irreductible commun qui est de degre > 1. On obtient que I = K[X]. Par consequent,
il existe des polynémes Aj, ..., A, tels que
1=A.G1+ -+ AnGh.
D’ou

T =Y Ai(p)Gi(p)() =Y Ai()Gi(9) () = v.
i=1 i=1
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On obtient donc
V=2Ep(p)+---+Ep,(p)
D’apres le lemme precedent, il s’agit d’une somme directe.

En n, sil'un des &p, (¢) est nul, disons Ep, () = 0. Alors V = Ep,(p)+---+E&p, (@)
et donc G1(p) = 0. On obtient alors que G, est divisible par F-. Celaest absurde. O

Remarque 3.6.10. | Soient V' un espace vectoriel de type ni sur K et ¢ un en-
domorphisme de V. Soient P un polynéme irreductible et pp la restriction de ¢ a
Ep (¢), vu comme un endomorphisme de £p (). Le polyndme minimal F-, est egal
a P¥*(Fe) Ene et, si P n’est pas un facteur irreductible de degre > 1 de F>-, alors
Ep(p) =0etdonc F-,_, = 1. Supposons que P,..., P, sont des facteurs irreductibles

de degre > 1 et que
n
F- =[P
i=1

avec aj > 1 quel que soiti € {1,...,n}. Pour touti € {1,...,n}, soit y; la restriction
de ¢ a &p,(¢). Comme P& (pi) =0, on obtient que F-, divise P2, donc il existe un
entier b; € {0,...,a;} tel que F-, = PP, D’apres le theoreme 3.6.9 et le lemme 3.6.8
3), on obtient

n
F- = H P&,
i=1

et donc a; = b; pour tout ¢ € {1,...,n}.

Corollaire 3.6.11. | Soient V' un espace vectoriel de type fini sur K et ¢ un endo-
morphisme de V. L’endomorphisme V est diagonalisable si et seulement si F- s’écrit

sous la forme
n

P-(X) = [J(xX =2,
i=1
ot (A\i)iL, sont des éléments distincts dans K.

Lemme 3.6.12. | Soient V un espace vectoriel de type fini sur K et @ un endo-
morphisme de V. Si le polynéme minimal de ¢ est un polynéme unitaire irréductible
P, qui est de degré d > 1, alors le rang de V' est un multiple de d.

Démonstration. | L’espace V est clairement non-nul (sinon le polynéme minimal
devrait etre 1). Choisissons un element = # 0 dans V. Soit

W ={F(p)(@)| F € K[X]}.

C’est un sous-espace de V qui est stable par I’action de ¢. En outre, (<p‘(x))?;o1
est une base de W. Donc rg(W) = d. L’endomorphisme ¢ induit par passage au
quotient un endomorphisme ¢ de V/W. Si V/W est nul, alors rg(V) = d, sinon le
rang de V/W est plus petit que celui de V. En outre, on a P(y) = 0, qui implique
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que le polyndme minimal de ¢ est encore P (car P est irreductible). Par recurrence
on obtient que rg(V") est une multiple de d. O

Proposition 3.6.13. | Soient V un espace vectoriel de type fini sur K et @ un
endomorphisme de V. On suppose que I~ est de la forme P2, ot P est un polyndome
wrréductible de degré d > 1, a est un entier > 1. Alors le rang de V' est une multiple
de d, et est minoré par da.

Démonstration. | Pour le cas general, on considere la famille (V;)é_, de sous-espaces
de V de nie comme: Vo =V, et pour tout i € {1,...,a}, Vi = {P(o)(z) |z € V}.
Ce sont des sous-espaces stables par I'action de ¢. On a

V=WwWoV2 - --2DVa=0.

Pour tout 7 € {1,...,a}, ’endomorphisme ¢ induit par passage au quotient un endo-
morphisme ¢; de Vi_1/Vi. En outre, on a P(yi) = 0, qui implique F~-, = P. D’apres
le lemme precedent, rg(Vi_1/Vi) est une multiple de d (et est minore par d). Comme
a
rg(V) = > rg(Vi-1/Va),
i=1
on obtient alors que rg(V') est une multiple de d, et est minore par da. O

Définition 3.6.14. | Soient V' un espace vectoriel de type ni sur K et ¢ un
endomorphisme de V. Supposons que le polynéme minimal de ¢ est de la forme
n
=1 P,
i=1
ou P, ..., P, sont des polyndmes irreductibles distincts, as,...,an sont des entiers
> 1. Pour tout i € {1,...,n}, soit bj = rg(&p,(p))/ deg(P;). Le polyndme

n
G- = H PP
i=1

est appele le polynéme caractéristique de .

D’apres la proposition 3.6.13, on obtient que le polynéme caracteristique est divis-
ible par le polynéme minimal. En particulier, on a G- () = 0.

Le theoreme ci-dessous fournit une methode a calculer le polyndme caracteristique
d’un endomorphisme. On admet le resultat suivant, qui sera demontre dans le cours
\Analyse complexe™:

tout polynéme unitaire irréductible différent de 1 dans C[X] est de la forme
X — A, ou A est un nombre complezxe.

Lemme 3.6.15. | Soient V un espace vectoriel de type fini et non-nul sur C, et n
un endomorphisme. Supposons que 1 est nilpotent, autrement dit, il existe un entier
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m > 1 tel que n™ = 0. Alors il existe une base (zi)i=, de V tel que, pour tout
i€ {1,...,r}, n(xi) est dans le sous-espace vectoriel engendré par {Ti+1,...,zr}.

Démonstration. | Le polynéme minimal de n est de la forme X", ou n > 1 est un
entier. Considerons les sous-espaces (Vi)iL, de V' de nis comme:

Vo=V, Vi=n'(V)pour touti € {1,...,n}.

OnaV =1V 2 Vi 2 --- 2 V, = 0. D’apres la proposition 3.2.1 (utilisee
recurssivement sur V;/Vi+1), on peut construire une base (zi)f—, de V telle que

{xr7r1+la s 7-7Jr} cV

quel que soit i € {0,...,n — 1}, ou ri = rg(V;). Comme 7 envoie V; dans Vi+y, le
lemme est donc demontre. O

Théoréme 3.6.16. | Soient V un espace vectoriel de type fini et non-nul sur C et
@ un endomorphisme de V. Pour tout nombre complexe X\, on a

G- () = det(\ ldy —¢).

Démonstration. | Supposons que le polyndme minimal de ¢ est de la forme

n

F-(X) = [J(X = 2™,

i=1
0U A1, ..., An sont des nombres complexes distincts, et ay, . . ., an sont des entiers > 1.
Pour tout ¢ € {1,...,n}, soient V; I'espace Ex_ ,(¢) et ri le rang de V;.

D’apres le theoreme 3.6.9, I'espace V' est la somme directe des Vj. Pour tout

i €{1,...,n}, soit ¢); I'endomorphisme de V; de ni comme ¢; = ¢ — i Idy,. C’est un
endomorphisme nilpotent: on a ¢ = 0. Il existe donc (d’apres le lemme precedent)
une base (x}'))j”=1 de V; tel que d)i(x}") soit dans le sous-espace vectoriel de V; en-

gendre par {x}ill, . ,xﬁ?}, ou rj est le rang de V;. On obtient alors

det(\ Idy, —pi) = det((A — Ai) Idy, =) = (A — X)".

En n, comme V est la somme directe des V;, on a

det(Mldy —¢) = [J det(Aldv, —¢i) = JJ(x = A)" = G- (V).
i=1 i=1



