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Série n° 6

Suites (rappels) et séries numériques

Exercice 1. Indiquer avec une breéve justification si chacun des énoncés suivants est vrai pour deux
suites de réels U = (up)nen €t V = (vp )nen-

1. Si U est croissante et convergente, elle est majorée.

Si U est majorée et convergente, elle est croissante.

Si U est décroissante et positive, elle converge.

Si U est croissante et non majorée, elle diverge.

Si U et V sont divergentes, U + V est divergente.

Si U est convergente et V divergente, U + V est divergente.
Si U est convergente et V divergente, UV est divergente.

Si U tend vers 0, UV tend vers 0.
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Exercice 2. Déterminer les limites quand n — +oo des suites (ay)n>1 et (by)n>1 définies par :

V/nsin(e™ — n®)

et b, =+vn+1-—+/n.
n+1

ap =

Exercice 3. On considere les deux suites de nombres réels (uy, )pen+ €t (vn)nen+ définies par :

1 1 1
Up=1+—=+ -+ —cetv, =u, +—.
1! n! n.n!

1. Montrer que :
(a) la suite (un)nen+ est croissante;
(b) la suite (vp,)nen+ est décroissante;
(¢) pour tout n > 1, u, < wvy;
(d) limy—400(vy — up) = 0.

En déduire que les suites (uy, )nen+ €t (un)nen+ sont convergentes et de méme limite. Cette limite
est le nombre réel e.

Exercice 4. Discuter en fonction du parametre ¢ > 0 la nature de la série de terme général

n

7
(1+4¢")>

Exercice 5. Pour un nombre réel o, on écrit cosa en utilisant la formule de Taylor :

2 4 2N
o« o
=1——+— ..+ (DN — .
cos o 5 T 57 +(=1) )] + Ry ()



1. A P’aide d’une expression convenable du reste Ry (a), montrer qu’on a

lim RN(Oé) =0.

N—+oco

2. En déduire que la série de terme général

(_1)n(2n)!

est convergente et que sa somme est égale a cos a.

3. Application numérique : calcul de cos1 avec une erreur inférieure & 10~4.

Exercice 6. Soit (u,) une suite de nombres réels.

1. Montrer que, si la série de terme général u,, est absolument convergente, il en est de méme pour
la série de terme général u2.

2. Donner I'exemple d’une suite (u,) telle que la série de terme général u,, soit convergente mais
pas la série de terme général u2.

Exercice 7. Soit (u,) une suite de réels positifs. Montrer que les séries de termes généraux wu, et v,

sont de méme nature, o
Un

14w,

Up =

Exercice 8. Etudier les séries (alternées) de termes généraux

S =y
n Topl+@/n)

Up =1/ 1+

Exercice 9. On pose
(="
Uy = —————— .
V(=)
1. Montrer qu’on a u, ~ v, (n — +00) , ol vy, est le terme général d’une série convergente.
2. Considérer la série de terme général
(="
Up — 5
Vn

en déduire que la série de terme général u,, est divergente.

Quelle “morale” tirer de cet exercice?

Exercice 10. Montrer que si la fonction g est continue positive et décroissante sur |0, +o0[, alors on
a:

En déduire le comportement de la suite définie par u, = % Soret ﬁ



Exercice 11. Etudier la nature des séries dont voici le terme général :

) oy R 3) 2y
4) p'™D (g >0 5) e~ Vm 6) n?sin (%
2n+1 2
n)? n n n+1)*
7) G 8) (a224) 9) ¢l
10) 1'++"72)' 11) n-nw» 12) n'(%)n (O<zetz#e)
13) 1 —cos (1) 14) nle~Vn



