Huayi Chen

POLYCOPIE DU COURS L2MI3
ANALYSE ET ALGEBRE
FONDAMENTALES




Huayi Chen
Universite Paris Diderot, Institut de Mathematiques de Jussieu.
E-mail : chenhuayi®@math. jussieu.fr



CHAPITRE 1

SERIES NUMERIQUES

1.1. Notations et rappels

Dans ce note, I'expression K designe soit le corps R, soit le corps C.

Le corps R est muni d’une relation d’ordre \<". Il est totalement ordonne par
cette relation, autrement dit, pour tous a,b € R, ou bien a < b, ou bien b < a.

Le corps K est muni d’une valeur absolue que I'on note |- |. Lorsque K = R, cette
valeur absolue est compatible a la relation d’ordre

a, sia>0,
(1.1) Va€eR, |a= ]
—a, Sia<0.

Lorsque K = C, la valeur absolue | - | est de nie comme
Ya+ibeC, (a,b) € R?, |a+ib| := a2 + b2,
Elle prolonge la valeur absolue (1.1) sur R.
Esapces vectoriels. — On appelle espace vectoriel sur K tout ensemble non-vide
V' muni d’une loi de composition interne (appelee la loi d’addition)

VxV — %4
(z,y) > z+y

et d’une loi de composition externe (appelee la multiplication par un scalaire)

KxV — V
(a,z) +— ax

soumises aux conditions suivantes :
(1) la loi d’addition est commutative et associative :

Vao,yzeV,o+y=y+z, o+ y+2)=(x+y) +z2,
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(2) il existe un element neutre pour la loi d’addition (on veri e facilement que
I’element neutre 0 est unique) :

JoeVtlquevVzeV, z+0=u,

(3) tout element de V' admet une inverse pour la loi d’addition (on veri e facilement
gue I'inverse d’un element est unique) :
VeeV,d—xeVtelquez+(—2x)=0,

(4) pour tous a,b € K et tout x € V, (ab)z = a(bx), (a + b)x = ax + bz,
(5) pour tout a € K et tous z,y € V, a(zx + y) = azx + ay,
(6) pour tout z € V, 1x = .

Les premieres trois conditions signi ent en fait que (V, +, 0) est un groupe commutatif.

Ezxercice 1.1.1. | Soit V un espace vectoriel sur K. Montrer que, pour tout z € V,
onalz=0et(-1zx=—x.

Soit V' un espace vectoriel sur K. On appelle sous-espace vectoriel de V tout
sous-ensemble non-vide de V' qui est stable par les lois de compositions.

Soient V' et W deux espaces vectoriels sur K. Soit ¢ : V. — W une application.
On dit que I'application ¢ est K-linéaire si les conditions suivantes sont satisfaites :

1) pour tous z,y € V, on a p(z + y) = () + ¢(y);
2) pour tout a € K et tout x € V, on a p(az) = ap(x).

Suites. — Soit ng un entier. On appelle suite dans K (dont I'indice initial est ng)
toute application de Z N[ng, +oo[ vers K. L’ensemble S(K, ng) des suites dans K est
un espace vectoriel sur K. La lois d’addition et la multiplication par un scalaire sont
respectivement

(an)nzne + (bn)nzn, = (an + bn)nznes

)\(an)n>no = (Aan)n>no

De plus, sur I’espace S(K,ng), il y a une loi de multiplication (terme a terme)

(@n)nz=ne (bn)n=ne = (anbn)nzn,

qui est commutative, associative, et distributive par rapport a I’addition.

Soit @ = (an)n>n, une suite dans K. On dit que la suite a est bornée s’il existe
une constante M > 0 telle que |an| < M quel que soit n > ng. On dit que a est une
suite de Cauchy si la condition suivante est veri ee :

Ve>0,3IN >ng, Vn,me€Z, m>n>N,onalan —am| < e.
On dit que la suite a est convergente (0u converge dans K) s’il existe a € K tel que

1.2 Ve>0, 3N >2ng, Vn€Z, n> N, on ait |an —a| <e¢.
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On veri e facilement que la constante a est unique (appelee la limite de a). Une suite
convergente est necessairement une suite de Cauchy. La reciproque est aussi vraie :
le corps K est complet pour la valeur absolue | - |.

L’ensemble S°(K,no) des suites convergentes dans K est un sous-espace vectoriel
de S(K,ng). L’application lim de S°(K, no) vers K, qui envoie une suite convergente
(an)n>n, en sa limite, est une application K -lineaire qui preserve la loi de multiplica-
tion. Si K =R, alors cette application preserve aussi la relation d’ordre. Autrement
dit, si (@an)n=n, €t (bn)n>n, sont deux suites reelles convergentes telles que an < by
pour n su samment grand®, alors

lim an < lim bn.

n—oo n—oo
Suite monotone. — Soit a = (an)n>n, Une suite reelle. On dit que la suite a est
croissante (resp. décroissante) Si an < an+1 (resp. an = an+1) quel que soit n > ng.
On dit que a est bornée supérieurement (resp. bornée inféricurement) s'il existe un
nombre reel M tel que an < M (resp. an = M) quel que soit n > nyg.

Proposition 1.1.2. | Soit a = (an)nzn, une suite réelle. Si la suite a est crois-
sante et bornée supérieurement, alors elle est convergente.

Démonstration. | Montrons la proposition par I’absurde. Supposons que la suite a
est divergente. Elle n’est donc pas une suite de Cauchy. Autrement dit, il existe ¢ > 0
tel que

VN 2= ng, 3n,m > N avec |am — an| > 0.
On peut donc construire par recurrence deux suites d’indices (n<)->1 et (m«)->; telles
que

No <Ny <mp <no<mop<---

et que (la suite a etant croissante)

am, — an, = |am, —an,| > €

quel que soit . Comme la suite (an)n>n, €st croissante, on obtient

am, —an, = Y (ak—ak1) =Y Y (ak —ak-1)

no<k<my i=1 n;<k<m;

Zami —an, = ¢l

i=1
C’est une contradiction puisque la suite est supposee étre bornee superieurement. [

Corollaire 1.1.3. | Soit a = (an)n>n, une suite réelle. Si la suite a est
décroissante et bornée inférieurement, alors elle est convergente.

(D C’est plutét une relation de préordre sur S¢(K,no)
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Démonstration. | 1lsu td’appliquer la proposition precedente a la suite (—an)n>n,-
O

Soit @ = (an)n>n, Une suite croissante. Si la suite a n’est pas bornee
superieurement, alors elle tend vers +oo lorsque n — oo. De facon similaire,
toute suite decroissante qui n’est pas bornee inferieurement tend vers —oo.

Une consequence importante de la convergence monotone est I’existence de la borne
superieure/inferieure d’un sous-ensemble de R U {+o0}.

Proposition 1.1.4. 1 Soit A un sous-ensemble de RU {£o0}. Il existe un unique
élément a dans RU {xoo} qui vérifie les conditions suivantes :

1) a est un majorant de A (i.e., pour tout x € A, on a x < a);
2) tout majorant de A est supérieur ou égal d a.

Démonstration. | L’unicite de a provient des conditions auxquelles il doit satisfaire.
Montrons I'existence. Le cas ou I’ensemble A n’est pas borne superieurement (dans
R) est simple : il su t de prendre a = +oo. En outre, si A\ {—c0} = @, alors tout
element de R U {£o0} est une majoration de A. Donc a = —oo veri e les conditions
comme ci-dessus.

Dans la suite, on suppose que I'ensemble A \ {—oc} est non-vide et admet au
moins un majorant dans R. Pour tout entier n > 1, soit a le plus petit element dans
I’ensemble

Bp = {m/2" |m € Z}

qui est un majorant de A (I'existence d’un tel nombre provient de I’hypothese A #
@). La suite (an)n>1 est decroissante (car B, C Bn+1 pour tout n) et bornee
inferieurement (car A est non-vide) donc converge vers un nombre a« € R (d’apres
le corollaire 1.1.3). Pour tout x € A, on a z < an. Par passage a la limite, on obtient
x < a. Donc le nombre a est e ectivement un majorant de A. Si b est un majorant
de A, alors pour tout entier n > 1 on ab > an — 1/2". Par passage a la limite, on
obtient b > a. O

L’element ¢ gurant dans la proposition precedente s’appelle la borne supérieure
de I'’ensemble A, note sup A. De facon similaire, on peut montre que A admet un plus
grand minorant, note inf A et appele la borne inférieure de A.

Limites inférieure et supérieure. — Soit a = (an)n>n, Une suite reelle. La

suite (nigfn am)n>n0 (dans RU{—o0}) est croissante, donc tend vers un element dans

R U {£oco}, appelee la limite inferieure de a, notee liminf an,. De facon similaire, la
n—oo
limite superieure de a est de nie comme
limsupan == inf (sup am) € RU {+o0}.

n—co N=No "m>n
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Soit @ = (an)n>1 une suite dans R. La limite superieure de a est +oo si et
seulement si la suite a n’est pas bornee superieurement, est —oo si et seulement si la
suite a tend vers —oo. La limite inferieure de a est +oo si et seulement si la suite a
tend vers +oo, est —oo si et seulement si la suite a n’est pas bornee inferieurement.

Proposition 1.1.5. | Soit a = (an)nzn, une suite réelle. La suite a est conver-

gente si et seulement si elle est bornée et si liminfan, = limsupan.
n—oo n—oo

Démonstration. | Pour tout entier N > ng, on a
SUp |an — am| = (Sup an) — ( inf an).
n>m>N n>N n=N
Si la suite a est convergente, alors elle est bornee. De plus, le critere de Cauchy
montre que

lim sup |an —am| =0.
N —+o0 n>m>N

On obtient donc liminfa, = limsupan. Reciproquement, si la suite a est bornee
n—oo n—oo
(donc les limites inferieure et superieure de a sont nies), et si liminf a, = limsup an,
n—oo n— oo
alorsona lim sup |an —am| = 0. Donc la suite a est convergente. O

N —+o0 n>m>N
Soit @ = (an)n>n, UNe suite reelle. Pour tout entier n, n > ng, on a
inf am < an < SUp am.
m2=n m>n
D’apres la proposition 1.1.5, si la suite a est convergente, alors
liminfan, = lim an = limsup an.
n—oo

n—oo n—oo

En outre, pour toute sous-suite (an,)k>1 de @, on a
liminfan < liminfan, <limsupan, < limsupan.
k—o0 k—o0 k— oo —00
Par consequent, si la suite a converge vers a € R, alors toute sous-suite de a converge
Vers a aussi.
Les limites linferieure et superieure preservent les relations de (pre)ordre.

Proposition 1.1.6. | Soient (an)n>n, €t (bn)nzn, deux suites réelles. Si an < bn
pour tout n suffisamment grand, alors

liminfan, <liminfb, et limsupan < limsupbn.
n—o0 n—oo n— oo n—oco

Démonstration. | Lorsque n est su samment grand (de telle sorte que am < bm
pour tout m > n), on a (la justi cation est laissee comme un exercice)

inf am < inf by, et sup am < sup bm

m2n m2n m>n m>n

Par passage a la limite lorsque n — oo, on obtient le resultat. O
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En general les limites superieure et inferieure ne preservent pas les lois de compo-
sition des suites. Voici un exemple.

Exemple 1.1.7. | Soient (an)n>1 €t (bn)n>1 deux suites reelles, ou
an = (D", bn =" (n=1).

Ona

liminfan, =liminfb, = —1 et limsupan = limsupb, = 1.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Mais la suite (an + bn)n>1 est constante de valeure 0, donc converge vers 0.

Bien que les limites inferieure et superieure ne sont pas additives, elles veri ent
certaines proprietes de semi-additivite.

Proposition 1.1.8. | Soient (an)nzn, €t (bn)n=n, deux suites réelles. On suppose
que la condition suivante n’est pas satisfaite® : l'une des deux suites tend vers —oo
tandis que ’autre n’est pas bornée supérieurement. Alors

(1.3) limsup(an + bn) < limsup an + limsup by,.

n—oo n—oo n—oo

Démonstration. | L’assertion (1.3) devient triviale si I'une des suites (an)n>n, et
(bn)n=n, N’est pas bornee superieurement dans R. Dans la suite, on suppose le con-
traire. Pour tout n, on a (la veri cation est lassiee comme un exercice)
(1.4) sup (am + bm) < ( sup am> + ( sup bm).

m>n m>n m>=n
Soient

An = SUp am, Bn = sUp bm, Ch = sup(am + bm).
m2>n m2n m2>n

Les suites (An)nzny: (Brn)nzn, et (Cn)n>n, sont decroissante. Si la suite (Ch)n>n,
n'est pas bornee inferieurement, alors elle tend vers —oo, et I'assertion est triv-
iale. Sinon les trois suite (An)n>ny, (Bn)nzn, €t (Cn)n>n, sont toutes bornees
inferieurement, et donc convergentes. On a alors (compte tenu de (1.4))

limsup(an +bn) = lim Ch < lim Ay + lim B = limsup an + limsup by,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
De facon similaire, on a la propriete suivante de la limite inferieure.
Proposition 1.1.9. | Soient (an)nzn, €t (bn)n=n, deur suites réelles. Alors
(1.5) liminf(an + bn) > liminf an + liminf by,
n—oo n—oo n—oo
pourvu que I’on ne trouve pas (+00) + (—o0) ou (—o0) + (+00) dan la partie a droite

de (1.5)

(2)de sorte que I'on ne trouve pas (+00) 4+ (—oo) dans la partie & droite de la formule (1.3).
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1.2. Séries numériques: généralités

Soit @ = (an)n>n, Une suite dans K (= R ou C). On appelle la série associée a a
la suite (An)n>n, OU
An = Z ak,

no<k<n
notee Z@m an. On designe par I'application de S(X, ng) vers lui-méme qui envoie
chaque suite a en sa serie associee. C’est une application lineaire inversible. Son
inverse envoie une suite (An)n>n, €N (An — An—1)n>n, (0N convient que An,_1 = 0).
Si une serie  (a) est convergente, sa limite s’appelle la somme de cette serie. Si
la suite a est de la forme (an)n>n, €t si la serie associee (a) converge, I’expression
>_n>n, @n designe aussi la somme de la serie.

Proposition 1.2.1. | Soit a = (an)n>n, une suite dans K. Si la série (a) est
convergente, alors la suite a converge vers 0.

Démonstration. | Si (a) = (An)n>n, €st convergente, elle est une suite de Cauchy.
Par consequent, pour tout ¢ > 0, il existe N > ng tel que

VYn €Z, n> N, on ait |an| = |4An — An_1] < &.
Donc la suite a converge vers 0. O

La contraposition de cette proposition montre que, si la suite a ne converge pas
vers 0, alors (a) n’est pas convergente.
Définition 1.2.2. | On dit qu’une serie (a), ou
a = (an)HZnO € S(Ka n0)7
est absolument convergente (OU converge absolument) si la serie  (|a|) est convergente,

ou |a| designe la suite (Jan|)n=n,-

Proposition 1.2.3. | Soit a = (an)nzn, une suite. Si la série (a) converge ab-
solument, alors elle est convergente.

Démonstration. | Supposons que la suite (Ja|) converge. Elle est alors une suite
de Cauchy. Par consequent,

Ve>0,INeN, Vn>m>N,ona » |ul<e,

m<k<n

d’ou, pour tous n,m, n >m > N, on a

‘Zak

m<k<n

< D> el <e,

m<k<n

donc la suite (a) est convergente (car elle est une suite de Cauchy). O
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1.3. Séries a termes positifs

Dans ce paragraphe, on etude les series associees aux suites dans [0, +oo[. Une
telle serie est appelee une serie a termes positifs.

Proposition 1.3.1. | Une série a termes positifs Zn>n0 an est convergente si et
seulement si elle est bornée supérieurement.

Démonstration. | Rappelons que si une suite (An)n>n, est convergente, alors elle
est bornee, c’est-a-dire qu’il existe une constante M > 0 telle que |An| < M pour
tout n. En particulier, si la serie >, an est convergente, alors elle est bornee
superieurement.

Reciproguement, si la serie Z@no an est bornee supereurement, alors elle est
necessairement convergente car elle est une suite croissante. O

Remarque 1.3.2. | Soit 3. an une serie a termes positifs. Si la serie est di-
vergente, elle tend vers +oo. Dans ce cas-la, on dit que la somme de cette serie est
+00.

Exemple 1.3.3. | On considere la serie geometrique Z@o a"™, ou a est un nombre
positif. La somme partielle d’indice n de cette serie est

— K — n+1 sia=1,
Ani= D {(1—an+1)/(1—a), sial.

ogk<n

On obtient de la proposition 1.3.1 que la serie geometrique Z@o a™ converge si et
seulement si a < 1. Dans ce cas-la, la somme de la serie vaut 1/(1 — a).

Lorsque la suite (an)n>n, est donnee comme des valeurs d’une fonction posi-
tive decroissante f en des points entiers {ng,no + 1,...}, la convergence de la serie
Z@no an est equivalente a celle de I'integrale generalisee de f sur [ng, +oc[.

Lemme 1.3.4. | Soit f une fonction monotone définie sur un intervalle borné et
fermé [a, b], alors elle est intégrable sur [a,b].

Démonstration. | Sans perte de generalite, on peut supposer f croissante. Soient
a=to <ty <- - <tn=0bune partition de I'intervalle [a,b] et || | = sup;cicn(ti —
ti—1). Soient
Se( )= Y MA@t <t <t} (i —tica).
1<i<n
Ona f(a)(b—a) < S_( )< S+( )< f(b)(b—a). Comme la fonction f est croissante,
on a

S+()=5-C)

ST () — FG-D) G- o) <Y (F) — ftimy)

1<ign 1<<n

(f®) = f@)I I
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Par consequent, on a
lim S.( )—S_( )=0,

Il -0
donc la fonction f est integrable. O

Théoréme 1.3.5. | Soit f une fonction positive décroissante définie sur [ng, +ool.
La série Zn>n0 f(n) est convergente si et seulement si l'intégrale généralisée

f;;oo F(@)dt est convergente. De plus, dans le cas ou la série est convergente, on a

(1.6) | rod< Y i< e+ [ o
No n>ng No
Démonstration. | Rappelons que I'integrale generalisee fr:;m f()dt converge si et

seulement si la fonction F(z) = fn":” F()dt de nie sur [ng, +oo[ converge lorsque x
tend vers +oo, ou de facon equivalente, est bornee superieurement (puisque la fonction
f est positive). Comme la fonction f est decroissante, pour tout entier n > ng, on a

k+1 K
F(n+1)= Z / f@®dt < Z f(k) < f(no) + Z / F(&) dt = f(no) + F(n).
no<k<n /K no<k<n no<k<n “kK—1

Donc la serie Zn>n0 f(n) est bornee superieurement si et seulement si I’ensemble
{F(n)|n > no} est bornee superieurement. Mais cette derniere condition revient
a dire que la fonction F' est bornee superieurement car elle est croissante. En n,
I’encadrement (1.6) provient de la formule precedent en faisant n — +oo. O

Exzemple 1.3.6. | Soit o un nombre reel. La serie de Dirichlet

Z 1

n>1 "
est convergente si et seulement si I'integrale generalisee f1+°° t— dt converge, i.e., si
et seulement o > 1.

Ezxercice 1.3.7. | Soit o un nombre reel. Etudier la nature de la serie
> it
s In(n)

Divers criteres de convergence peuvent €tre obtenus par comparaison. On com-
mence par un principe general.
Théoréme 1.3.8. | Soient Enzno an et Zn>n0 bn deur séries a termes positifs
telles que an < bp (n — +00)®.

1) Sila série Y 5, bn est convergente, alors il en est de méme de ) .~ an.
= =

()Ici il s’agit du symbole de Vinogradov. L’expression an < b, (n — +o0) signifie qu'’il existe une
constante positive C' telle que a,, < Cb, pour n suffisamment grand.
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2) Sila série 3 -, an est divergente, alors 3 n bn Uest aussi.

Démonstration. | La deuxieme assertion est la contraposition de la premiere. Mon-
trons 1). On suppose que C est une constante positive telle que an < Cbn pour tout
entier n > nq, OU nq > ng est un entier. On obtient

Zan< Z an+Can<+oo.

n>ng Nno<N<n; n>n;

La serie >, -, an est bornee, donc convergente. O

La comparaison aux series geometriques conduit aux criteres de convergence suiv-
ants.

Théoréme 1.3.9 (Critére de d’Alembert). | Soit >, -, an une série a ter-
mes strictement positifs. Si
an+1

limsup

n—+oco an

<1,

alors la série ) .~ an est convergente.
=

Démonstration. | Larelation limsup,_, . an+1/an < 1signi e qu’il existe un nom-
bre reel r €]0, 1] et un entier N > ng tels que an+1/an < r pour tout n > N. D’ou

a
an < T—mrn (n > N).

Donc an < r" et la serie Z@no an €est convergente, compte tenu du theoreme 1.3.8.
O

Exemple 1.3.10. | Soit r un nombre positive. La serie
>
ol
20 n!
converge.

Le critere de d’Alembert ne marche que pour des series a termes strictement positifs
(a partir de certain rang)®. Le critere de Cauchy comme la suite est valable pour
les serie a termes positifs generaux.

Théoréme 1.3.11 (Critéere de Cauchy). | Soit > , -, an une série a termes
positifs. Si
limsupal™ < 1,

n—-+oo

alors la série ) .~ an est convergente.
=

(4§l y a une infinité de zéro et une infinité de termes strictement positifs figurant dans les termes
généraux de la série 3, -, an, alors on a nécessairement

limsup ap41/an = 400
n—o0
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Démonstration. | L’hypothese du theoeme montre qu’il existe » €]0, 1] et un entier
N > ng tels que an™ < r des que n > N. Donc pour tel n on a an < r". D’ou la
serie Z@no an est convergente (compte tenu du theoreme 1.3.8). O

Exzemple 1.3.12 (Nombres décimaux). | Soit ag un entier. Pour tout n > 1,
soit an un element dans {0,1,...,9}. La serie
an

10"

n=0

converge dans R. En e et, pour toutn > 1, on a

an \=N a9
L <= <1
<1on) 10 S10°

1.4. Sommation d’Abel

La sommation d’Abel est un outil e cace a etudier les series a termes generaux
(non-necessairement positifs)

Théoréme 1.4.1 (Sommation d’Abel). | Soient (an)nzn, €t (bn)nzn, deuz

suites dans C. Pour tout entier m > 0, on a
1.7 Z anbn = An0+mbn0+m + Z An(bn — bn+1),
Nno<nN<nog+m Nno<N<npg+m

ot Ap = Zn0<k<n ak (n = ng). En particulier, si
KX

sup |An| < A,

no<N<ng+m

et si la suite (bn)n>n, est positive et décroissante, alors

(1.8) > anbn| < Abp,.

no<n<ng+m

Démonstration. | Pour tout entier n > ng, on a an = An — An—_1 (avec la convention
An,—1 =0). Donc

Z anbn = Z (An — An-1)bn

No<N<No+m No<N<No+m

= E Anbn — E An—_1bn
no<n<ng+m no+1<n<nyg+m

= E Anbn — E Anbn+1
Nno<n<ng+m Nnp<nN<ng+m

= Any+mbng+m + Z An(bn — bn+1).

Nno<nN<np+m
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Dans le cas ou la suite (bn)n>n, est positive et decroissante, on a

Ang+mbng+m + Z An(bn — bn+1)

Nno<nN<ng+m
< |An0+m|bn0+m + Z ‘An|(bn - bn+1)
no<nN<ng+m
< A(bn0+m + Z (bn - bn+1)) = Abno.
no<N<ng+m

Comme une application, on demontre la convergence des series alternees.

Théoréme 1.4.2. | Soit a = (an)n>n, est une suite telle que anan+1 < 0 et |an| >
|an+1| pour n suffisamment grand. Si la suite a converge vers 0, alors la série  (a)
est convergente.

Démonstration. | On suppose que anan+1 < 0 et |an| = |an+1| pour tout entier
n > ng, OU Ny > ng est un entier. Soit N > ny et m > 0 deux entiers. Si on applique

la sommation d’Abel a
Y an= Y sgnn)lanl

N<n<N+m N<Nn<N+m
on obtient
Z an| < lan]-
N<n<N+m
Donc (a) est une suite de Cauchy pourvu que la suite a converge vers 0. O

Remarque 1.4.3. | Soit @ = (an)n>n, une suite dans R telle que anan+1 < 0
pour tout n > np et que la suite (Jan|)n=n, SOit decroissante et converge vers 0. La
proposition precedente montre que la serie Z@no an converge. En outre, on obtient
de la sommation d’Abel que

D an

n>=ngp

< ‘an0|'

Exemple 1.4.4. | Soit ¢ un nombre reel, & > 0. La serie

>
n
n>1
est convergente.

Plus generalement, on a le critere suivant de convergence.

Théoréme 1.4.5. | Soit (an)n>n, €t (bn)n>n, deur suites de nombres complexes.

Si la série Zn>n0 an est une suite bornée et si (bn)n>n, est une suite a terme positifs
=

qui est décroissante et converge vers 0, alors la série 3\~ anbn est convergente.
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Démonstration. | Supposons que A est une constante telle que

>

no<k<n

quel que soit n. Si on applique la sommation d’Abel, on obtient

<A

> anbn| < 24by
N<n<N+m
quels que soient N > ng et m > 0. La serie Z@no anbn est donc convergente car elle
est une suite de Cauchy. O

1.5. Le produit de Cauchy

Soient (a) =3 ,,soan €t (b) =3, ., bn deux series a valeurs dans K (=R ou
C). On appelle le produit (de Cauchy) de (a) et (b) la serie associee a la suite du
terme general
(19) agbn + a1bn_1 + - +anbg.

Cette nouvelle serie sera notee (a)- (b) ou (aob). Ainsi a o b est la suite dont
le terme general est (1.9). On construit donc une loi de composition o sur I'espace
S(K,0). Par de nition, cette loi de composition est commutative, c’est-a-dire

aob=boa.

En outre, si a = (an)n>0, b = (bn)n>0 €t ¢ = (cn)n>0 Sont trois suites. Alors le terme
d’indice n de a o (bo ¢) est

n

Zai ( Z bjck) = Z aibjck.
i=0 0<j;k<n—i 0<i;j;k<n
jtk=n-—i i+j+k=n

On obtient donc

ao(boc)=(aob)oc,
i.e., la loi de composition o est associative. En n, la loi o est distributive par rapport
a I'addition:

Va,b,ce S(K,0), (a+b)oc=(aoc)+ (boc).

Dans le cadre des series numeriques, les proprietes de la loi de composition o se
traduisent comme les relations suivntes : pour tous a, b, c € S(K,0),

(@) ()= (b)- (b),

(@-C®): ()=((a)- () (o)
((@+ @) (@@= (@) (+ () (o).
Il n’est pas vrai en general que le produit de deux series convergentes est encore

une serie convergente. Voici un contre-exemple.
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Exemple 1.5.1. | Considerons la suite a = (an)n>o0 dont le terme general est

_ =D

vn
Comme (a) est une serie alternee dont le terme general tend vers 0 lorsque n — oo,
on obtient que la serie (a) est convergente (voir le theoreme 1.4.2). Or, pour tout
entier n > 2, le terme d’indice n de la suite a o a est

(n>1).

=" Z m
Comme k(n — k) < n?, on obtient

n—1

len| =

Par consequent, la suite
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ou I'expression On:p(-) signi e que la constante implicite ne depend que de N et b.

Donc
’AB_ZCK =B Y ai+0a(€)+ON;b< > ai|>,

k<n i=n—N n—N<i<gn
ou A est la somme de la serie  (a). Par passage a la limite quand » tend vers I'in nie,
on obtient qu’il existe une constante C qui ne depend que de a telle que

limsup |[AB — Z x| < Ce.
n—oo
k<n
Comme ¢ est arbitraire, la serie  (c¢) converge vers AB. O

Une application directe du theoreme de Mertens est la convergence absolue du
produit de deux series absolument convergentes. La demonstration est laissee comme
un exercice.

Corollaire 1.5.3. | Soient a et b deux suites dans S(K,0). Si les séries (a) et
(b) convergent absolument, alors il en est de méme de (a)- (b).

1.6. Formule sommatoire d’Euler

Si les termes genereaux d’une serie s’ecrivent comme les valeur d’une fonction
continuement di erentiable, les sommes partielles de la serie peut étre etudiee via
des integrales. Le theoreme suivant est un tel resultat, appele la formule sommatoire
d’Euler.

Théoréme 1.6.1. | Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle [y, x], alors
(1.10) > fo= [ fode [ rond i@ - 1)
y<ngx y y

ot n parcourt tous les entiers dans ly,x], et Uexpression (u) := u — |u| désigne la
partie factorielle de u.

Démonstration. | D’abord on a

X ly]+1 n+1 X
/ () f' () dt = / (t—ly)) S @ dt+ > (t—n)f'(t) dt+ / (t— =) f' () dt.
y y [x]

y<n<|x] " n

La formule d’integration par partie montre que

ly]+1 ly]+1
/ (¢t — L) dt = F(ly) + 1) — W) f@) - / @ dr.
y

y
De facon similaire,

n+1 n+1
/ (t—n)f (B dt = f(n+1) - / fOydt (g <n< (2,



16 CHAPITRE 1. SERIES NUMERIQUES

/L = Lhroa=wiw - [ o
D’ou

/ fode= 3 fe)+ (x)—<y>f(y)—/ f(t)dt.
Y y

y<ngx

La formule sommatoire peut etre utilise a etudier la serie harmonique.

Corollaire 1.6.2. | Pour tout entiern > 1, on a

(1.12) > %: Inn +~+0(n™?),

1<k<n

ot v est une constante (appelee la constante d’Euler).

Démonstration. | Si on applique (1.10) a la fonction f(xz) = 1/, on obtient

Z / fdt—/ >dt—|n /1+Oo<tl;>dt+/nm<;>dt-

l<k<n
Comme . o .

(¢t >~ 1 1

—dt<</ —dt = —

/n 2 no o t? n

on obtient (1.11) avec

Corollaire 1.6.3. | Pour tout entier n > 1, on a
(1.12) In(n!) = nin(n) — n + OUn(n)).
Démonstration. | Si on applique (1.10) a la fonction f(x) = In(x), on obtient

> In(k) = /In(t)dt—/ <>dt=n|nn—n+0(|nn).

1<k<n



