Chapitre 1

La division euclidienne et ses
conséquences

1.1 La division euclidienne

Division euclidienne pour les entiers positifs

Théoréme 1.1.1. Pour a € N, b € N*, il eziste un unique couple d’entiers (q,r) avec
a=bqg rr et®<r<b.

Méthodes algorithmiques :

Méthode naive :

Entrer a > # et b > ¢

n—4@® re—a

Tant que (r > b) faire
r1—0>,
qge—qtt,

Fait

Retourner q et r,

Algorithme 1. Division euclidienng methode na"lve

Le nombre de boucle de cet algorithme est ¢, a chaque etape il y a une soustraction
et une comparaison pour b* xe la complexite cro}c lineairement avec a



Remarque 1.1.2. Si on mesure la taille de 'entier a par le nombre de Chigwres de son
developpement en binaire. t = log,(a) alors la complexité cro}: exponentiellement avec
la taille de a

Recherche dichotomique

Entrer a >#et b > ¢,
ne—#
Tant que (2"b < a) faire
e,
Fait
=201 e 2
Pour k£ de ! a n! faire
v =22,
Si (70 < a) Alors
| a7,
Sinon
| 8=,
Fin Si
Fin Pour
Retourner ¢ = a et r =a — bq,

Algorithme 2 Division euclidienne recherche dichotomique

Dans le premier calcul on considere la suite geometrique 2", En sortie de la boucle
Tant que on a un encadrement du quotient q.

a=2"1<qg<2"=13.

Pour le deuxieme calcu] on fait une recherche dichotomique, lors de la boucle indexee
par k la taille de 'encadrement est. 2"~ En sortie. k =n—1_ on a un encadrement
de taille T qui est strict a droite et donc g = «

Ezercice 1.1.3. Ecrire un algorithme qui evite la multiplication

Cet algorithme a une complexite qui est logarithmique en a. n ~ 112?2((23 = O(In(a)).
La complexite comme fonction de la taille ¢t de a est donc lineaire

Division euclidienne pour les entiers relatifs

Théoréme 1.1.4. Pour a € Z, b € Z*, il existe un unique couple d’entiers (q,r) avec
a=bg rtret®<r<|b.



Ezercice 1.1.5. Mod¥ er si besoin les algorithmes precedents pour & ectuer la division
euclidienne des entiers relatifs

1.2 Sous-groupes de Z

Définition 1.2.1. On appelle sous groupe de Z tout sous ensemble H qui contient # et
qui est stable par addition et soustraction

Exemples. nZ aZ »bZ lintersection de deux sous groupes
Théoreme 1.2.2. Tout sous-groupe de Z est de la forme nZ, avec n € N.

On dit que n est generateur du sous groupe Il y a un unique gen e



Fonction PGCD(a, b)
a — la|, b—1b],
Si (b > a) Alors
‘ a<b,
Fin Si
r < a mod b (reste de la division euclidienne)
Si (r est nul) Alors
‘ Retourner b
Sinon
| Retourner PGCD(b, 7)),
Fin Si

x

Algorithme 3 Algorithme d’Euclide forme recursive

Fonction PGCD(a, b),

a — la|, b—1b],

Si (b > a) Alors

‘ a< b,

Fin Si

Tant que (b est non nul) faire
r <« a mod b (reste de la division euclidienne),
a<+—bb«—r,

Fait

Retourner a,

Algorithme 4 Algorithme d’Euclide forme non recursive

1.5 Théoreme de Bezout

Définition 1.5.1. Deux entiers relatifs sont premiers entre eux si et seulement si leur
PGCD est egal a 1. Un entier naturel p est premier si et seulement s’il a exactement

deux diviseurs positifs. I et p

Théoreme 1.5.2. Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe

un couple (u,v) tel que au »bv =1.

Corollaire 1.5.3 (Theoréeme de Gauss). Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs. Si a divise

le produit be et est premier avec b, alors a divise c.
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Corollaire 1.5.4 (theoreme d'Euclide). Si un entier premier divise un produit, alors il
divise un des facteurs.

Equation ax * by = c.

Proposition 1.5.5. a) L’équation ax » by = ¢ a des solutions si et seulement si le
PGCD de a et b divise c.

b) Lorsque a et b sont premiers entre eux, si (xg,yo) est une solution, alors les solutions
sont : (x =xg — kb,y =yo *ka), k € Z.

1.6 Algorithme d’Euclide étendu aux coefficients de
Bezout

Fonction PGCDE(a, b), [la fonction retourne 3 entiers]
a < la|, b |b],
Si (b > a) Alors
‘ a<b,
Fin Si
ectuer la division euclidienne de a par b, r < reste, g < quotient
Si (r est nul) Alors
| Retourner (b,#,1),
Sinon
(d,u',v") «— PGCDE(b,r)
u—v, v (u—q),
Retourner (d, u,v),
Fin Si

x

Algorithme 5 Algorithme d’Euclide forme recursive

Exercice 1.g. 1. Ecrire un algorithme d’Euclide etendu non recursif

Etude de complexite. Soit ¢ = In(max(|al, |b|)). On montre (theoreme de Lame) que
le nombre de boucles recursives est un O(t) et que la complexite est un O(#?). 11 existe
des algorithmes ameliores de complexite quasi-linéaire

1.7 Décomposition en facteurs premiers

Théoreme 1.7.1. Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 s’écrit de maniéere unique
comme un produit de facteurs premiers.



Ezxercice 17 . 2. Ecrire un algorithme pour tester si un nombre est premier.

Ezxercice 17 . 3. Ecrire un algorithme pour decomposer en facteurs premiers On pourra
utiliser un tableau 7" contenant les nombres premiers successifs jusqu’a T[N] On traitera
en entree les entiers inferieurs ou egaux a T'[N]?, en sortie on obtient les facteurs premiers
avec leur exposant

1.8 Nombres de Fermat et de Mersenne
Les nombres de Fermat sont .
E,=2" r1, n>1.
Les nombres de Mersenne sont les nombres.
M, = 2P — 1 avec p premier.

On trouve parmi ces nombres beaucoup de nombres premiers Moy3112609 €St le plus
grand nombre premier connu (2888 13 millions de chx_res 188998 dollars)



