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P us courts c e ins

G = (S,A,w) : orienté et valué (w : A — R).

def
Pour p = vy — vi — ... — v, on note w(p) sa longueur ou sa
distance :

W(p) d§f Z W(v;_l,v;)

i=1,...k



P us courts c e ins

G = (S,A,w) : orienté et valué (w : A — R).

def
Pour p = vy — vi — ... — v, on note w(p) sa longueur ou sa
distance :

W(p) d§f Z W(v;_l,v;)

i=1,...k

Définitions : Un chemin p de u a v est un plus court chemin
(PCC) de u a v ssi, pour tout chemin 7 de v a v, on a

w(m) = w(p).
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Exe pede PCC

Un PCCde g7 a g1? oo!il nen existe pas!!




Ex stence de PCC

Propriété :Existence d’'un PCC
Il existe un PCC entre u et v ssi

(a) v est atteignable depuis u (i.e. Ju —* v), et

(b) il n'existe pas de cycle strictement négatif ¢ : z —* z et un
chemin u =% z =% v.

Dans la suite jusqu’a I'algorithme de Floyd-Warshall, on suppose qu'il



Ex stence de PCC

Propriété :Existence d’'un PCC
Il existe un PCC entre u et v ssi

(a) v est atteignable depuis u (i.e. Ju —* v), et

(b) il n'existe pas de cycle strictement négatif ¢ : z —* z et un
chemin u =% z =% v.

Dans la suite jusqu’a I'algorithme de Floyd-Warshall, on suppose qu'il
n’existe pas de cycle strictement négatif dans le graphe G.
On définit 6(s, u) la distance d'un PCC de s a u:

def | min{w(p) |s =, u} si Is—="u

d(s, u)

00 sinon



Propr ete fonda enta e des PCC

Sip:vg—vi — ... — vgestun PCC entre vy et vy, alors tout
sous-chemin v; — ... — vj (avec 0 < i < j < k) de p est un PCC
de Vi a vj.

Pourquoi ?



Les probe es de PCC

e les PCC a origine unique : On cherche tous les PCC depuis un
sommet de départ s;

e les PCC a destination unique : On cherche tous les PCC
menant a un sommet d’arrivée s; et

e les PCC pour toutes les paires de sommets de G.



Les probe es de PCC

e les PCC a origine unique : On cherche tous les PCC depuis un
sommet de départ s;

e les PCC a destination unique : On cherche tous les PCC
menant a un sommet d’arrivée s; et

e les PCC pour toutes les paires de sommets de G.

Algo. de Dijkstra = pour les PCC a origine unique.

Algo de Floyd = pour les PCC entre tous les sommets.
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Agort edel stra

Le cadre : les graphes orientés G = (S, A, w) et valués avec
w:A—=Ry

(évidemment sans cycle négatif!)

Le probleme :
Etant donné un sommet s, trouver la distance d'un PCC entre s et

tout autre sommet u € S. ..
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Agort edel stra

Le cadre : les graphes orientés G = (S, A, w) et valués avec
w:A—=Ry

(évidemment sans cycle négatif!)

Le probleme :
Etant donné un sommet s, trouver la distance d'un PCC entre s et

tout autre sommet u € S. .. Et construire ces PCC!

On va construire une arborescence des PCC T = (S, A') :
T est un arbre de racine s et contenant tous les sommets x

accessibles depuis s et tels que : tout chemin de s a x dans T est
un PCC de G.
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Arborescence des PCC

Table des prédécesseurs
M[go] = undef

MNl1] = qo
Mlg2] = undef
Mlas] = a1
Ma] = a1
Mlas] = ge

MNlgs] = a3




Agort edel stra

(Structure trés proche de celle de I'algorithme de Prim)

On utilise une file de priorité F pour stocker les sommets :

la clé d[x] de x est sa distance minimale a s en ne passant que par
des sommets dont on a déja trouvé un PCC depuis s et qui ont été
déja extraits de F.

= d[x] est une sur-approximation de d(s, x) : d[x] > (s, x)



Agort edel stra

Procédure PCC-Dijkstra(G,s)
pour chaque u € S faire
M[u] := nil
d[u] == 0 s?u:s
00 sinon
F := File(S, d, IndiceDansF)
tant que F # () faire
u := Extraire-Min(F)
IndiceDansF[u] := —1
pour chaque (u,v) € A faire
si d[v] > d[u] + w(u, v) alors
d[v] :=d[u] + w(u, v)
Mv] :==u
MaJ-F-Dijkstra(F, d, v, IndiceDansF)

return d, 1



Agort edel stra

Procédure MaJ-F-Dijkstra(F, d, v, IndiceDansF)
begin
//F[i] désigne le i-iéme sommet de F.
i := IndiceDansF|v]
tant que (i/2 > 1) A (d[F[i/2]] > d[F[i]]) faire
Fli] « F[i/2]
IndiceDansF[F[i]] :== i
IndiceDansF[F[i/2]] :==i/2
i=1/2;

end
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Proprete de =agoit edeD stra

Soit d(v) la valeur de d(v) au début de la i-eme itération de I'algo.

e si v; dénote le sommet extrait de F a l'itération j, et si
1<j<k<|S],ona:

d[y] < d“[w

¢ Une fois extrait de F, le coefficient d[—] d'un sommet n'est
plus jamais modifié.



Proprete de =agoit edeD stra

Soit d(v) la valeur de d(v) au début de la i-eme itération de I'algo.

e si v; dénote le sommet extrait de F a l'itération j, et si
1<j<k<|S],ona:

d[y] < d“[w

¢ Une fois extrait de F, le coefficient d[—] d'un sommet n'est
plus jamais modifié.

e On montre que l'on a di[v;] < di+1[v;+1] par induction sur le
numéro d'itération.

e Apres |'extraction de v;, toute modification a I'itération j > i
est conditionnée par & [v;] + w(v;, v;) < d'[v]...
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A tout moment de I'algorithme, on a d[u] > i(s, u)

c'est vrai lors de l'initialisation et c'est clairement maintenu a
chaque itération. ..



Proprete de agort edeD stra

A tout moment de I'algorithme, on a d[u] > i(s, u)

c'est vrai lors de l'initialisation et c'est clairement maintenu a
chaque itération. ..

Théoreme :correction de I'algorithme de Dijkstra
G = (S,A, w) orienté et valué tel que w: A — R,
L'algorithme de Dijkstra

@ termine,
® a lafin, on a d[u] = 0(s, u) pour tout sommet u € S, et

® Yu € S\{s}, sid[u] < oo, alors il existe un PCC de s a u dont
le dernier arc est (M[u], u).



Co peite

L'algorithme PCC-Dijkstra prend un temps en
O((IS!+ A1) - log(|S1)).. -

c'est a dire en O(|A| - log(|S])) lorsqu’on suppose |S| < |A|.
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Le probe e

Objectif : calculer les PCC entre tous les sommets. ..

On suppose que G = (S, A, w) est donné sous forme matricielle :
(MGv W)

o S={x1,...Xn}
e w:A—R

e M¢ = (ajj)i<ij<n : ajj décrit I'arc entre x; et x;.

0 sii=]

def S
aj = S w(xi,xj) sii#jet(x,x) €A
00 sii#jet(x,x)¢&A

Dans la suite, on notera d; la distance 6(x;, x;) d'un PCC entre x;
et x;.
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L arborescence des PCC?

Pour représenter les PCC entre tous les sommets, on utilise une
fonction < prédécesseur > [1.

1 est une matrice de taille n x n a valeurs dans S.
Ses coefficients sont les m



Progra  aton dyna ique

On utilise une famille de matrices n x n DX (k =0,...n)
contenant les calculs intermédiaires.

Idée : D[, j] est la longueur d’'un PCC entre x; et x; ne passant
que par des états dans {xi,...,xk}.



Progra  aton dyna ique

On utilise une famille de matrices n x n DX (k =0,...n)
contenant les calculs intermédiaires.

Idée : D[, j] est la longueur d’'un PCC entre x; et x; ne passant
que par des états dans {xi,...,xk}.

D®1i,j) %" min (D*D[, /1 DEDi, k] + DE D[k, )



A gort

e de F oyd- | ars a

Procédure PCC—Floyd(G§
pour i =1...n faire

pour j = 1...n faire

0
d’S ) = Qgf
si ajj # oo alors 70 =

i

pour k =1...n faire
pour i =1...n faire

pour j = 1...n faire
S T
Y/ ij
sinon
d) = a4 i



Propr etes de agort e

Soit p:vp — vi — ... — v, l'intérieur de p est {v1,...,vk_1}.

Si G ne contient pas de cycle strictement négatif, alors pour tout
k=0,...,n,0na:
° ,.S.k) est la distance d'un PCC entre x; et x; et d'intérieur inclu
dans {x1,...,xx};
(k)

e m;’ est le prédécesseur de x; le long de ce PCC de x; a x;.

Par induction sur k.



Correct on

Théoreme : correction de I'algorithme de Floyd-Warshall S}

G ne contient pas de cycle strictement négatif, alors D(") contient
les coefficients d;; des PCC.



Correct on

Théoreme : correction de I'algorithme de Floyd-Warshall S}

G ne contient pas de cycle strictement négatif, alors D(") contient
les coefficients d;; des PCC.

G contient un cycle strictement négatif ssi il existe un
d(”)

coefficient d;;” strictement négatif.



Agort es pi e

Procédure PCC-Floyd(G)
//0n initialise D avec M:
pour i =1...n faire

pour j = 1...n faire

dij ==
si ajj # oo alors mjj =i

pour k =1...n faire
pour i =1...n faire
pour j = 1...n faire
si dij > dic + dkj alors
L d,'j =dy + dkj

Tjj i= Tkj

return D, 1



Co pettede =agort edeFoyd-, ars a

[}



Construct on des PCC

Procédure Construire-PCC(I,/,})
//T1 : une matrice de prédécesseurs.
//1<ij<n : deux indices de sommets
begin
si i # j alors
| return Construire-PCON, i, N[i,j]) & (N[i,/],))

end
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