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1 Montrer que la série formelleU définie par

U(z) = z + z2 + z4 + z8 + z16 + · · · =
∞
∑

n=0

z2
n

vérifie l’équation
U(z) = U(z2) + z .

2 Multiplier les deux séries formelles suivantesS(z) =
∑

n≥0
zn etT (z) =

∑

n≥0
(−1)nzn. Don-

ner une autre méthode permettant de retrouver ce résultat.

3 Soit an une suite vérifiant une récurrence linéaire à coefficients constants. SoitA(z) =
∑

n≥0

anz
n

sa fonction génératrice.

1. Quelles sont les fonctions génératrices des suitespn = an+3, qn = 3an et rn = an + 3 ?

2. Quelle est la série génératrice de la suitesn = a0 + · · · + an ?

4 Pour un entier positifn, on notev(n) le nombre de1 dans l’écriture binaire den. Par exemple, on
av(0) = 0, v(4) = 1 etv(13) = 3.

1. Exprimerv(2n) et v(2n + 1) en fonction dev(n).

2. Montrer que la fonction génératriceV (z) =
∑∞

n=0
v(n)zn vérifie l’équation suivante

V (z) = (1 + z)V (z2) +
z

1− z2
.

5 Montrer que la suiteun = n2 vérifie une récurrence linéaire finie à coefficients constants sans

second membre. En déduire
∑

n≥0

n2zn =
z(1 + z)

(1 − z)3
, puis une forme close de

k=n
∑

k=1

k2.

6 Résoudre les récurrences suivantes :

1. u0 = u1 = 2 etun = un−2 + 2 · 3n−2 pourn > 1 ;

2. u0 = 2, un = 2un−1 + n2 − 2n pourn > 0 ;

3. u0 = 14, u1 = 24, un = 8un−1 − 15un−2 pourn > 1 ;

4. u0 = 1, un = un−1 + 2un−2 + · · · + nu0 pourn > 0.

7 On recherche des formes closes pour les séries génératricesdes fonctionsmin et max qui à un
couple d’entiers associent respectivement le plus petit etle plus grand des deux (min(5, 3) = 3,
max(5, 3) = 5, min(4, 4) = max(4, 4) = 4).

1. Calculer
∑

m≥0

mxm.

2. En déduire
∑

m,n≥0

(m+ n)xmyn.

3. Montrer
∑

m,n≥0

min(m,n)xmyn =
xy

(1 − x)(1 − y)(1− xy)
.

4. Des points 2. et 3. précédents déduire

∑

m,n≥0

max(m,n)xmyn =
x+ x2y2 − 3xy + y

(1− x)2(1− y)2(1− xy)
.



8 On appellefn le n-ième nombre de Fibonacci :f0 = f1 = 1 etfn+2 = fn+1 + fn. On rappelle :

F (z) =

∞
∑

k=0

fkz
k =

1

1− z − z2
.

1. On définit la suitegn par
∀n ≥ 0 gn = f2n .


