UNIVERSITE PARIS DIDEROT - LICENCE 3 - MATHEMATIQUES DISCRETES - TD5

Soit G = h A;V; P i une grammaire algébrique avec A 1’alphabet des symboles terminaux,
V I’ensemble des variables (i.€. les symboles non-terminaux) et P les régles de production.

La grammaire G est pré-réduite si :
(1) aucun non-terminal n’engendre le langage vide : 8T 2V, Lg(T) & ;.
La grammaire G est réduite vis-a-vis d’un non-terminal T 2 V si elle est pré-réduite et si :

(2) tous les non-terminaux peuvent apparaitre par dérivation a partirde T :
8S 2 V;9uy;up 2 (A [V)* vérifiant u;Sus 2 Lg(T)

Pour réduire G, on peut définir :

M U=AU=U_ [fS2V:9m2U ;S ITm2PgetU = (U Ui)n
A I’ensemble des variables productives ;

(2) WO = ng, W, = W, [ fS 2 VvV : 98 2 Wi,1;9m1;m2 2 (A [
V)*;S" ImiSmy 2 Pget W = J,,W; I'’ensemble des variables accessibles
apartirde T. -

On obtient une grammaire pré-réduite G’ (resp. réduite G”) en supprimant dans G (resp.
dans G’) toutes les régles ol apparait une variable non productive (resp. non accessible).

1 Vérifier que les grammaires suivantes sont réduites (vis-a-vis de S) :

S 1 ASBj" s : 0A0j1B1jBB s : AAAjB
.L{ A 1 aASja ) ) A : c 3.0 A . aA|B
B I SbhSjAjbb B I SJA B *®
c 1 sj"

La grammaire G = h A;V; P i est propre si :
(3) G ne contient aucune régle de la forme S ¥ " (V-régle) ;
(4) G ne contient aucune régle de la forme S ¥ T (régle unitaire).
On peut définir :
B)Nog=FfS2V:S T"2Pg,N;=N,1 [fS2V:9m2U* ;S Im2Pg
et N = {J;>¢ N; 'ensemble des variables annulables ;
(4) larelation parS T O S T etléquivalence parS T O S
T&T S.
Pour obtenir une grammaire propre a partir d’une grammaire réduite :

(3) pour chaque variable annulable S, on remplace, dans les membres droits, chaque
occurrence de S par S + "', puis on élimine les regles S ¥";

(4) pour chaque variable S maximale dans 1’ordre quotient, on remplace chaque
regle T @ S parles regles T ¥ m ou m décrit les membres droits des regles
issues de S, ce processus étant itéré avec les variables devenues maximales.




2 Réduire vis-a-vis de Sy, puis rendre propre les grammaires suivantes :

Sy ¥ S,5,jS3S4jSs [ So ¥ SoS1)Si] Sz So ¥ S1jSpaS;jbSySsj"
S1 ¥ $,S,jSi1Ss Si T bS;jaSsSsj" ;) Si ¥ S1bSgjSsa8,
S, ¥ aS,jSs S; T bSpjabS,;j" ) S I S¢bSyjSyS3ajas;Ss
L S3 ¥ S9jS;jSsaS; 2. S3 T DbS;j 8-283 S3 ¥ S1S9jS3bSs jaSyhSs
P S4 L] 355821 b818637
Sy ¥ ¢S4 >
S; T S4jb S; ¥ aS;]bSsSg
S¢ ¥ aSghjaS,
S ¥ S5S5, j aS7Sg

La grammaire G = h A; V; P i est sous forme normale de Chomsky (ou sous forme normale
guadratiqgue) sionaP V VV[[V A.

A partir d’une grammaire G propre, décomposer les régles de productions ayant strictement
plus de deux symboles : remplacer les régles du type A ¥ ujus Ugavecu; 2V [ A
etk 3par A ¥ uA; AL T WA A o T ou,_qUg ol les A; sont de nouvelles
variables.

On obtient alors une grammaire sous forme normale de Chomsky en introduisant une nou-
velle variable T, avec la reégle T, ¥ a pour chaque lettre terminale a et en remplagant
chaque occurrence de a par T,.

3 Mettre les grammaires suivantes sous forme normale de Chomsky :

I.{S ¥ aSjShjc 3. {S 1 abcdef 5 {S ' aSAbjbSSd
S 1A S 1 aSjAb A 1 CAS&A] bcd
2. { A T bjc 4. { A 1 (B o _
B ¥ dAje 6. {S ¥ xjISrjsSpS;jsms

La grammaire G = h A;V;P i est sous forme normale de Greibach (resp. presque-
Greibach)ysionaP V. AV*(resp.P V AALV)".

PourV = fSy;:::;S,g, on pose V' = fS{;:::;S,g. Pour G propre, on construit une suite
G =G1;Goa;::1;Gapqq de grammaires équivalentes (avec G, 1 presque-Greibach) :
Go; s’obtient en remplagant dans Go;_1 lesregles S; ¥ S;my j JSimyg jwyj jwy,
par

Si ¥ wiS[j  jw,Sljwij  jw,
S; ¥ mSij  jmSijmij  jmy

Go;+1 s’obtient en remplagant dans toute régle de Go; de laforme S; ¥ S;m avec j & i,
cette occurrence de S; par les membres droits issus de S; dans Go;.
On obtient alors une grammaire sous forme normale de Greibach en introduisant une nou-
velle variable T, avec la reégle T, ¥ a pour chaque lettre terminale a et en remplacant
chaque occurrence de a par T,.

4 Mettre les grammaires suivantes sous forme normale de Greibach :

S, 1 S,Ss , /S ¥ ST ja
1. S T §Ssja . T ¥ TSjb
S3 ¢ b A S ¥ SaTjTTjb
S; ¥ S,Ss ’ T ¥ TdjTSajaSjc
2. 22 5 2122]_ El St ¥ S;S1jS1S2jS3S2jSeb
3 ¥ S3Syj 5 So ¥ S551jS1S2jS3S3jS:a
S; ¥ S;S3jS»S3jS3Sija



