UNIVERSITE PARIS DIDEROT - LICENCE 3 - MATHEMATIQUES DISCRETES - TD3

1 Donner les séries génératrices exponentielles associées aux suites a et b définies par a,, = 2"*!
et b, = n? pour n > 2.

2 Résoudre gg = 0, g1 = Let g, = —2ngn—1 + > ;_(})9kgn—k + [n = 1] en utilisant les séries
génératrices exponentielles.

3 Une permutation montante-descendante, up-down en anglais (resp. : descendante-montante, down-
up) d’ordre n est un arrangement ajas . . . a,, des entiers {1,2, ..., n} qui descend et monte alternati-
vement :

a1 <ag>az<ag>..., (resp.:a; > as <az>aq <...).

On appelle p,, le nombre de permutation montante-descendante d’ordre n. Il est pratique de faire
la convention que pg = 1. Le but de cet exercice est de montrer que la série génératrice exponentielle
des permutation montante-descendante s’écrit de maniere simple sous la forme

2" 1 1+sinz sin z
E pn = .
COS 2
n>0
1. Calculer les premier cas.

2. Montrer qu’il y a autant de permutation montante-descendante que de descendantes-montantes
(pour un ordre n fixé).

3. Montrer que le nombre de permutation montante-descendante dont le plus grand nombre n est
en position 2k est (2’}‘;_11) Dok—1Pn—2k. Montrer de méme que le nombre de permutations dont

le plus petit élément 1 est en position 2k + 1 est ("2;1) P2k Pr—2k—1-

4. En déduire que la suite p,, vérifie la récurence

n—1
n—1
p=1 p=1, et pour n>1, 2p, = kZ_O < 1 >pkpn—1—k-

5. montrer que P(z) vérifie I’équation différentielle
2P'(2) = P(2)? + 1.
6. Conclure.

4 Permutations de cycles pairs et involutions sans points fixes

1. Etablir la série génératrice exponentielle des permutations sur [2n] dont tous les cycles sont de
longueur paire. En déduire le nombre de telles permutations.

2. FEtablir la série génératrice exponentielle des involutions sans point fixe. En déduire le nombre
de telles involutions.

3. Exhiber une bijection entre les permutations sur [2n] ayant tout leurs cycles de longueur paire
et les couples d’involutions sans point fixe, chacune sur [2n].
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