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1 Utiliser le lemme d’Arden pour trouver le langage reconnu par les automates suivants :
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2 Les expressions françaises suivantes décrivent des langages rationnels sur{a, b}∗. Pour chacun,
trouver une expression rationnelle qui le caractérise et une grammaire linéaire droite qui l’engendre.

1. Le langage de tous les mots qui contiennent au moins deuxb ;

2. Le langage de tous les mots qui ne se terminent pas avecab ;

3. Le langage de tous les mots qui ne contiennent pas le motbba ;

4. Le langage de tous les mots qui contiennent le motbb et le motaba.

3 (Examen AF4 2004) Soit le langageL3 sur l’alphabet{0, 1, 2} contenant exactement tous les mots
correspondant à la représentation des nombres écrits en base 3 et qui sont multiples de 4 (un nombre
quelconqque de0 en tête est autorisé).

1. Construire un automate fini déterministe reconnaissantL3.

2. Montrer quẽL3 = L3 (L̃3 est le miroir deL3).
Autrement dit, si on lit à l’envers un multiple de 4 écrit en base 3, le nombre correspondant est
encore un multiple de 4.

On se propose de généraliser ce résultat à une baseb quelconque.
Pour cela on considère le langageLb sur un alphabet deb chiffres formé de tous les multiples deb+1
écrits dans cette base.

3. Décrire un automate fini déterministe reconnaissantLb.

4. Montrer quẽLb = Lb.
Ainsi, par exemple, si on lit à l’envers un multiple de 11 écrit en base 10, le nombre obtenu est
encore un multiple de 11.

4 Montrer que les langages suivants sont algébriques :

1. le langageL0 = {anbn | n ≥ 0} ;

2. le langageL1 = {anbm | m ≥ n ≥ 0} ;

3. le langageL2 = {anb∗cn | n ≥ 0} ;

4. le langageL3 = {anbmck | n = m+ k} ;

5. le langageL4 = {anbmcmdn | n,m ≥ 1} ;

6. le langageL5 des mots qui ne sont pas palindromes.

À l’aide du lemme de l’étoile, montrer queL0 etL1 ne sont pas rationnels, en déduire que les autres
non plus.
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5 On considère les grammaires algébriques suivantes sur l’alphabet{a, b}. Pour chacune, décrire les
langages engendrés.

1. S → ε | aSa | bSb

2. S → a | b | aSa | bSb
3.





S0 → aS0a | bS0b | S1

S1 → aS2b | bS2a

S2 → aS2a | bS2b | a | b | ε

6 Dessiner un arbre de dérivation du motu = ababaaaaba pour la grammaire 3. de l’exercice5.

7 Considérons la grammaire suivante :

S → a | Sa | aS | bSS | SSb | SbS

Par induction sur la longueur de la dérivation, prouver que tout mot du langage engendré contient
strictement plus dea que deb.
Le motbababaaaa est-il ambigu ?

8 Considérons la grammaire suivante :

G :





S → aB | bA
A → bAA|aS|a
B → aBB|bS|b

1. Montrer queL(G) = {u ∈ {a, b}∗ : |u|a = |u|b}.

2. Donner une grammaire plus simple engendrant le même langage.

3. Donner la grammaire du langage de Dyck à une paire de parenthèses (aveca correspondant à[
et b à ])

D∗

1 = {u ∈ {a, b}∗ : |u|a = |u|b,∀v préfixe deu, |v|a ≥ |v|b}.

9 Le langage de Łukasiewicz est engendré par la grammaire({a, b}, {S}, {S → aSS + b}).

1. Montrer que tout motu de vérifie la propriété (1) :|u|b = |u|a + 1.

2. Montrer que tout motu de vérifie la propriété (2) :∀v préfixe strict deu : |v|a ≥ |v|b.

3. Montrer que si un motu de{a, b}∗ vérifie (1) et (2), alors soit on au = b, soitu commence para
et il existe un plus petit motu1 vérifiantu = au1u2 et |au1|a = |au1|b ; montrer qu’alorsu1
etu2 vérifient également (1) et (2). En déduire= {u ∈ {a, b}∗ : u vérifie (1) et (2)}.

4. On considère le langage de DyckD∗

1
à une paire de parenthèses. Montrer= D∗

1
b.

10 Pour chacune des grammaires suivantes, montrer qu’elle estambiguë, puis construire une gram-
maire non-ambiguë équivalente.

1. S → SS | a | b

2. S → ε | aSb | aSbb

3. S → ε | aSb | abS

4. S → cSS | cS | a 5.





S0 → S1S2S1

S1 → ε | aS1

S2 → ε | bS2

11 Pour chacune des grammaires suivantes, préciser si elle estambiguë.

1. S → aSSb | ab

2. S → a | Sa | bSS | SSb | SbS

3. S → aSbSb | a

4. S → aSbSa | a
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