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Note de cours de Mathématiques discretes

19 octobre 2012

Rappels sur les recurrences

recurrences lineaires

Définition 1. 1. récurrences linéaires homogénes a coefficients constants : @n;Nn ¥ K ¥ 0,

un, aiup—1 L apUp—k ;

2. récurrences linéaires non homogénes a coefficients constants : @N;N ¥ K ¥ 0, u,, aU,_1

apUn—k bpnq y

3. récurrences linéaires a coefficients variables : @n;n ¥ k ¥ 0, u, a;pnqu, 1

aipnqu, g bpnq 5

Pour résoudre ce type de récurrence, on a a notre disposition plusieurs méthodes, qui ne
marchent pas toutes dans tous les cas :

— résolution intuitive et démonstration par récurrence;

— résolution par sommation ;

— résolution par polyndme caractéristique dans les cas suivants : la suite pu,0,>o vérifie une

l
équation linéaire : U, ajU,—1 :!!  AxUp—k b;pngP;png avec P;png polynéme en n
i=1
et on peut déterminer les K racines du polynéme caractéristique associé X”  a;x"~!
!

X"k b;pngP;pnq; par exemple si U, au,_; bu,_», cette suite a pour polynoéme
i=1

caractéristique x> ax b, de racines X; et X2. Ce qui donne u,,  IX? mx¥ si les deux

racines sont distinctes et U, pl  mMnNEX} sinon.

— résolution par série génératrice.

Exemple 1. 1. Nombre de comparaison dans une recherche dichotomique pour un tableau trié

de longueur n = 2™ :t, t,, letty 1
résolution inuitive et démonstration par récurrence : t,, t; m 1 m 1 logypng.

Nombre minimal de sommets dans un arbre AVL de hauteur h : s Sh-1 Sh_2 1
avec Sy lets; 3.Sionposef, s, 1,lasuite pFrQp=0o est la suite de Fibonnacci,
f, fn_1 Th_o,avecicify 2etf; 4.

Résolution par polynome caractéristique.

Complexité en temps (nombre de déplacements) de 'agorithme récursif des tours de Hanoi :

hn th—l 1et h1 1.

Le probléeme : déplacer nb disques de diameétres différents d’une tour de départ A & une tour

d’arrivée B en passant par une tour intermédiaire | et ceci en un minimum de coups, tout

en respectant les régles suivantes :

— on ne peut déplacer plus d’un disque a la fois,

— on ne peut placer un disque que sur un autre disque plus grand que lui ou sur un empla-
cement vide.

On suppose que cette derniere regle est également respectée dans la configuration de départ.

L’algorithme :



Hanoi(nb, A, B, I)
si nb > 0 alors
Hanoi(nb - 1, A, I, B);
Deplacer un disque de A vers B;
Hanoi(nb - 1, 1, B, A);
finSi

Résolution intuitive et par récurrence.

4. Complexité la pire du quicksort en nombre de comparaisons : p, Pn—1 N letpy 1.
L’algorithme : La méthode consiste & placer un élément du tableau (appelé pivot) & sa place
définitive, en permutant tous les éléments de telle sorte que tous ceux qui lui sont inférieurs
soient & sa gauche et que tous ceux qui lui sont supérieurs soient a sa droite. Cette opération
s’appelle le partitionnement. Pour chacun des sous-tableaux, on définit un nouveau pivot et
on répete 'opération de partitionnement. Ce processus est répété récursivement, jusqu'a ce
que I'ensemble des éléments soit trié.

- . "shoonpn g
— résolution par sommation : p,, i —
i=1
— résolution par la méthode du pol;;/néme caractéristique.

5. Complexité en moyenne du quicksort en nombre de comparaisons : supposons que le choix du

pivot se porte de fagon aléatoire sur chacun des éléments du tableau de taille n; alors le cott

n—1
moyen en nombre de comparaisons C,, est : C, % pc; Cp—1—i9 N letcy ¢o O.
_ i=0
Le terme générique ¢, peut s’écrire :
—1
2 "=
Ch Z ¢ n o1
n =0
2 2 "z?
—Cp_1 — c;, n 1
N ico
2C r\1271;20 n2n1n2n1
n—1 n pn 1 i—1 q n p q

Le terme entre parenthéses est exactement C,_1, donc ¢, 2*lc, ; 22=L Posons d,
4 n n

cn Cn— 2 2 2 2
mpalosdn =2 e orhy Oer gip o aprn- Cela donne

= 1 1 > 1

11 apr 1g . Ipt 1q

=1 =2

. = 1 L o
H,, est le nombre harmonique au rang n et H,,  logpng. Comme o 1 est négligeable

i=2

devant H,, 11, on a que ¢, 2pn  1glogpn 1q.
Tous ces exemples peuvent également étre résolus par la méthode des séries génératrices.

1.2 recurrences non lineaires

Ce sont tous les autres types de récurrence.

n—1
-
Exemple 2. Nombre d’arbres binaires & N noeuds internes : b,, bgh,_1_petbhy 1,by 1.
k=0
Résolution par séries génératrices.



2 Enumeration et classes combinatoires

2.1 Enumeration

Enumérer, c’est déterminer le nombre de configurations combinatoires décrites par un ensemble
fini de regles. On souhaite les compter en fonction de leur(s) taille(s).

Définition 2. On appelle atome d’une configuration combinatoire, un élément de cette configu-
ration de taille 1.

Exemple 3. Nombre d’écritures binaires :

— si la taille est la longueur du mot binaire : 1; 2;4;

— si les tailles sont la longueur et le nombre de 1 : 1;1;1;1;2;1;

— si les tailles sont la longueur et le nombre de passage de 0 a 1 :1;2;3;1;
Un atome est ici un chiffre du mot binaire.

2.2 Classes combinatoires

Une classe combinatoire est un ensemble fini ou dénombrable d’objets définis par une taille tel
que :

— la taille soit un entier positif ou nul;

— Dl’ensemble des éléments d’une taille donnée n est fini.
A une classe combinatoire A correspond une suite d’énumération pco;Cy;:::(, avec C; le nombre

d’objets de A de taille i.

Exemple 4. Les nombres binaires comptés suivant leur longueur forment une classe combinatoire.
A une longueur | donnée correspond un ensemble fini de nombres binaires (de taille 2!).

Notations 1. Soit A un ensemble dénombrable.
— soit aB-A, on note [a] la taille de I'élément a de A.
- A A, ou A, est I’ensemble des éléments de A de taille n.

neN
— On note pA; |:|q une classe combinatoire avec |:] : A N, tel qu’a tout entier n P N correspond

par la fonction inverse de |:| un ensemble fini d’éléments de A. S’il n’y a pas d’ambigiiité, on
note A pour pA; [:]g.

Exemple 5. — La classe pA; |:|q des arbres binaires comptés suivant leur nombre n de noeuds
internes est une classe combinatoire : |A,| Cui1 n%rl 27? (preuve par récurrence ou
SG).

— La classe p&; |:|q des permutations comptées suivant leur longueur n est une classe combina-
toire : [&,] n! (preuve par récurrence).

— La classe pQ; |:|q des rationnels comptés suivant le nombre de chiffres de leur partie entiere
n’est pas une classe combinatoire, car il y a une infinité d’éléments d’une taille donnée.

Définition 3. Deux classes combinatoires pA; |:|.4q et pB; |:|5q sont dites isomorphes, et on le note
A B, si et seulement si leur suite d’énumération des objets par taille est la méme.

Remarque 1. A B A et B sont en bijection, ie. il existe une fonction ¥ : A B bijective.

Exemple 6. Soit pA; |:]4q la classe des nombres binaires comptés suivant leur longueur : |A,,| 2"

f: A B

ou @i ¥ 0;i P E si et seulement si b; 1.



3 Series generatrices

3.1 Series formelles a une variable a valeurs dans C

Définition 4. Une série formelle ¥ a une indeterminée z sur C, est une expression formelle du

type : Fpzq a;2", ou les a;, appelés coefficients de T, sont a valeurs dans C. On note Crrzss
=0

l’ensemble des séries formelles a valeur dans C. Le coefficient ag de T est appelé le terme constant.

Remarque 2. Si tous les a; sont nuls sauf un nombre fini de a;, alors  est un polynome.

Soient F et g deux séries formelles de Crrzss, fpzq - a;z" et gpzq ” b;z?. On munit Crrzss
=0 =0
de : - ‘
— l'addition : fpzq gpzq c;z" avec ¢; a; b;. L’élément neutre pour 'addition est la
i=0
série formelle dont tous les coefficients sont nuls; il est noté 0.
i

~ la multiplication : fpzagpzqg d;z* avec d; ” agb;_s. L'élément neutre pour la mul-
i=0 k=0
tiplication est la série formelle dont tous les coefficients sont nuls, sauf son terme constant
égal a 1; il est noté 1.
L’addition est commutative et associative. La multiplication est commutative, associative et dis-
tributive par rapport a I'addition. Par ailleurs toute série formelle f admet un opposé égal a
a;z" a;z" fpzg. On dit alors que pCrrzss; ; ¢ forme une algebre.
120 120

Définition 5. Soit la série formelle Tpzq - a,z" P Crrzss. On appelle ordre (valuation) de T,

neN
noté ordpfq, lentier défini comme suit :

ordpfqg mintn PN {a, Ou et ordpOq 8
Lemme 1. Soient T et g deux séries formelles. Alors :
ordpf  gq ¥ minpordpfq; ordpgqq et ordpfgq  ordpfq  ordpgq
ordpf gq  minpordpfq; ordpgaq si les coefficients d’indice ordpf  gq n’ont pas des valeurs opposées.

Démonstration. Posons ordpfq  p et ordpgq . Alors fpzq - a,z" - a,z" et gpzq
- neN nzp

b, z" b,z". D’ou

neN nz=q

fpzg  gpzg T opa, buaz”
n>=min(p,q)

n
Ed

fpzagpzg | agb, k2"
n=0 k=0

Oron sait quea, O0sik petb,x 0O0sin k q.

Donc agb,—r Osik petn k q,soitsin g k q p.

Ce qu?EiOgniﬁe que ordpfgq ¥ ordpgq  ordpfyq.

Par ailleurs le coefficient de zP*t? dans la série fpzqgpzq est = agbp gk aph, 0. Donc
ordpfgq ordpgq ordpfa. = O

Lemme 2. L’algebre pCrrzss; ; q est intégre (ie. @F;g P Crrzss, fpzqgpzq 0 & fpzq
0 ougpzqg O0).



Démonstration. ordpfgq 8 car fg 0. Or d’apres le lemme 1, ordpfgq ordpfgq  ordpgg. Donc
ordpfg ordpgg 8 ordpfg B ouordpgg 8 f Ooug O.
O

3.2 Series generatrices

Définition 6. La série génératrice d’une suite d’énumération pa;Q;eny d’une classe combinatoire
A est la série formelle Apz( a,z" zlel.
neN ee A

Remarque 3. La puissance N de z donne la taille et son coefficient a,,, le nombre d’objets de A
de taille n. .
Pour les coefficients de Apz(g, on utilise la notation rz"*sApzq rz"s a,z" a,.

neN
On ne s’occupe pas de la convergence de la série A car Z est un parametre formel, il ne prend pas

de valeur. Seule sa puissance nous intéresse, indiquant la taille des objets énumérés.

Exemple 7. — Apzq 2"7™ est la série génératrice des nombres binaires comptés suivant

neN
leur longueur.

- n! z™ est la série génératrice des permutations comptées suivant leur nombre d’éléments.
neN

3.3 Substitution

Définition 7. Soit pA;licr, | N, une famille de séries formelles. On pose @i P I; A; ~ anz".
n=0
La famille pA;0icr est dite sommable si pour tout n, la famille pa; n0icr, n'a qu’un nombre fini de
termes non nuls. Posons @n P N;c, &, alors la série formelle  A;pzq c,z" est
el el n=0
appelée somme de la famille pA;Qier -

Exemple 8. — Soit la famille de séries formelles pA;Q;en telle que pour tout i, ordpA;q 1.
Alors cette famille est sommable car posons A;pzq a;,2". On a que A;pzq anz"

n=0 n=i

et la suite pa; ,0ieny n’a que des termes nuls sauf les termes tels que —"n, soit les termes

a;,, avec 0—1—"N en nombre fini (N 1) pour n fixé.

La somme A;pzQ a un sens.

i=0
— La famille pa;2°g;en est sommable et donc - a;z" a bien un sens.
iz

— Soit la famille de séries formelles pA;Qier, avgc I un ensemble fini d’indices. Alors la famille

PA;(;cr est sommable et ” A;pzQq a un sens.

i=0

Définition 8. Soient Apzq ” a;z" et B ” biz® deux séries formelles avec ordpBq ¥ 1. Alors
ieN ieN
on peut substituer B a z dans A et obtenir ainsi la série formelle A B, composée de A par B :

A Bpzq  apBpzay’
ieN
Pour que la substitution soit possible, il est essentiel que ordpBq ¥ 1. Ainsi ordpa;Biq ¥ i et la
famille pa;B?(;en est sommable car si on pose a;B? CinZ", alors la suite pc; Gieny n'a qu'un

n=i
nombre fini de termes non nuls : Co »;Cin;::5;Cjn, J  ordpa;B*q ¥ i.



Exemple 9. Soient Apzq 2z et Bpzq ~ z". Comme ordpAg 1, on peut composer B par A

et B Apzq - pApzgq™ T ogngm,
n=0 n=0

Propriété 1. Soient A; B;C trois séries formelles telles que ordpAq ¥ 1. Alors on a les propriétés
suivantes :

-pB Cqg A B A C A

-pBCqg A pB AgpC Aqg,

-@ PC, A ,

- si de plusordpBg¥ 1, pC Bg A C pB Ag.

3.4 Inverse d’une serie formelle

L’identité p1 zq 2" 1 z" T z"*' 1 entraine que la série formelle 1 Z est
neN - n=1 n=0
inversible et on a ﬁ z".
n=0

Théoreme 1. Soit Apz( - a,z" P Crrzss. A est inversible si et seulement si ag 0.
neN

Démonstration. Apzq agpl Bpzqq avec Bpzq 1 aiUApzq a% - a,2". Donc ordpBg ¥ 1

n=1
et on peut composer la série formelle 112 par B : (liz) Bpzq #%z) Bpzq™. La famille
n=0
PB™(,cn est sommable. Ce qui entraine que A est inversible : Apzq—! i ” Bpzq”. O
n=0

Exemple 10. La série formelle 1  z est inversible car son coeflicient constant est non nul.

1 z 1 pzqg pl zq p zqcarordp zq 1 et la substitution est possible. Comme 1 Z est

inversible, pl  zq p zq lest également et H% m p zq" ~ p 19"z™.

n=0 n=0

3.5 Derivees et primitives de series formelles

Définition 9. Soit fpzq - a,2" P Crrzss.
n=0

La dérivée de T en la variable z, notée T'pzq, est une série formelle de Crrzss et

fpzg na,z” ' T opn 1gansqz”

n=1 n=0

La primitive de T en la variable Z est une série formelle de Crrzss et
»
z

- Zn+1 - zn
fptgdt a, T an_1—
0 n=0 n n>0 n
= n - n—1 - neo/ T nd 1 / z
Exemple 11. - nz z nz z rz"s" zr z"s zr s —s.
n=0 n=ly ngl n>=1 » Lz pl Zq
- Zn - z z - z 1
- p 1"t p 1g"~t  t"ldt p tg" ldt ——dt Inpl zq. Alors
n>1 N 0 0 n>1 o1 t
= 7" > z"
comme ordp zq 1 j O, — p 19"— p zq lnpl zq pzq lnpl zq
n=1 n n=1 n
1
In
1 z



3.6 Series formelles usuelles

i Zn 1
1—z
n=0
p 1gq"z" T
n=0
pn  1gz" E=SE
n=0
= 1
—z" Inprt-q
n>1n !
- 1n+1
P4 " Inpl  zq
n=1 n
- 1 n z
—Z e
n=0 n:
= Kk
" pl  zg*
n
n=0
= p 10" o, .
sinpz(
n>0p2n 1q!
- 1”
P q' n cospz(
n=0 p2ng!
- 1% 1 2
o P igz" | 1 z
n>=1" "~ i=0

3.7 Exemples de resolution d’une recurrence par serie generatrice

3.7.1 Résolution de la récurrences, S, ;1 S, lavecsy, lets; 3

Posons Spzq - s,2". Alors

n=0

Spzq $,z2"  So S1Z PSp—1 Sn_o 19Z"
n=1 n=2
- n 2 7 n 1
1 3z z SpZ z SpZ 1 z
1 z
n=1 n=0

zSpzq  z*Spzq % z

Alors en rassemblant les termes en Spzg, on obtient :

1 z 2z? 1 z 2z2°
Spzq 1 zgpl z 2z 1-+/5 1+4/5
p ap 4 pz Sz Sl zq
?_ ?_
1 7 22 35 5 1 3 5 5 1 1
P f 10 , 16 10 , 15 1 z
> 2 2 >
2 = " 2 > "
> n=0 > ) n=0
- 2 n 2
pl z z% > > 2 > o 5 1 z"
o 5 1 5 5 1 5
Si on pose h,, 5*%‘/5 1__\2/5 5_?)\/5 1;35 1, alors
Spzqg pl z z?q  h,z" h,pz" z"*t1 z"t3g h,z" h,_1z" h,,_2z™. D’ott



So ho 1
s, h, ho 5425 —2 525 —2 1 ho —2p(5+2v/5)(1+v/5)+(5-2v5)(1-V5)(
hn—l

5 1-4/5 5  1+4/5 5(—4) 3
Sn hn hn—2; @n ¥ 2

54205 _—2 "2 g 2 —2 1 5-25 _—2 "2 o 2 —2 1

5 1-+/5 1-/5 1-+/5 5 1+/5 1+v/5 145
5495 _9 n—2 ?_ 5-2v5 9 n—2 7

= =% pl 5( = v pl 50 1
15475 -2 "2 is_ns -2 "2 1

5 1—/5 5 1+4/5

3.7.2 Résolution de la récurrence a, 3a,_4 a,_5 avec ag 1, a; a, as 0,
ay 3

Posons Apzq - a,z". Alors

n=0
Apzq ag aszt a,z" 1 3z¢ P3a,_s An_50Z"
n=5 n=5
1 324 3a,,_42" a,_sz" 1 3z* 3z2*  a,z" z° a,z"
n=5 n=5 n=1 n=0
4 = 5
1 3z a,z" z a,z"
n=0 n=0
pl  3z* Zz°gApzq 1
1
Apz _
Pz 1 3z4 75
Comme ordp3z* z°g 4, on peut substituer 3z* z° & z dans 1. On obtient alors :
Apzq T p3z*t  z°%g p3z* %" y p3ztqFpzsqnF
n=0 n=0 k=0
n
= = N gk 5n—k
n=0 k=0 k
n
On a alors rz™sApzq K 3.
n=0 k=0
5n—k=m

3.7.3 Résolution de la récurrence sur les arbres binaires

Soit Bpzq n=0bnZ™ la série génératrice des arbres binaires comptés suivants leur nombre
de noeuds. On rappelle que la récurrence vérifiée par les b,, est : @n ¥ 1;b,, Z;é bpb,_1_k et
by 1.

- - - "3t
Bpzq b,z" 1 b,z" 1 bibn_1-12"
n=0 n>1 n>1 k=0
1 beb,_1_xz¥z" 1 Fz 1 2z bpb,,_1_pzFz" 1k
n=1 k=0 k=0n=k+1
1 z br_1_xz" 17K byzF 1z bmz™ bzF
k=0 nzk+1 k=0 m>0
1 z Bpzgbrz® 1 zBpzqg  bizF 1 zBZpzg
k=0 k=0



Cette équation admet deux racines : Bopzq =~ =222 V21;4Z et Bypzq 1=z V21;4Z. Une des deux racines

est Iy solution recherchée. C’est celle dont le premier terme est tel que by 1.

1 4z 1 z p 4zget ordp 4zq 1. On peut donc substituer 4z a z dans la série
n—1 >
E 1 > 1 .
formelle 1 — p= igz" 1 z. Alors
n! 2
n=1 =0
2 n—1
: > 1% 1 . > 1 1 3 2n 3
1 4z 1 — = 4zq™ 1 =p =gp =q::: 4zq"
Nl p2 10p 4zq ni QP 2qp 2q p 5 q p 4Zq
n=1 =0 n=1
= 1p 1g™! p2n 3¢ = 1p 1g> 14" p2n 3q
! ﬁp 21 an—2n qzlp lgmamz® 1 ﬁp 2q2n—2 pn 2?Zn
n=1 p g n=1 " p g
= 1 2n 3¢ = 1 p2nq! n 1gn
1 =P 4 HZ" 1 —'p 'q4 P g z"
nsr M pn 2g! asy Nt p2n  2gp2n  1gp2nq
= 2n 1 n
1 z
wsr D 2n 1
B¢ est donc la solution car :
= 2n 1
1 1 "
n>1 n 2n 1 - N 1 1
Bopzg 2z n 2p@n 1
n=1 p q
- 2m 1q 1 L
oo M 1 2p2m g mso M om o1

2m RN
Le nombre 7Pn+(1] est appelé le m'®™€ pnombre de Catalan.



