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Systémes de preuves syntaxiques

e Systemes "a la Hilbert"
o Calculs des séquents :

1 Déduction naturelle
1 Calcul de Gentzen

e Systémes de réfutation :

1 Résolution
1 Tableaux
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La méthode axiomatique de Hilbert

David Hilbert: mathématicien allemand (1862 - 1943)
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Systémes logiques axiomatiques

e Un ensemble de formules.
@ Un sous-ensemble de formules distinguées appelées axiomes.
@ Un ensemble de régles d’inférence de la forme:

Hypl Hypn
Concl
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Exemple : systéeme H_,

e Formules : I'ensemble inductif construit a partir de toutes les lettres
propositionnelles et du symbole binaire —.

e Axiome 1 : toutes les formules de la forme A — (B — A)
e Axiome 2 : toutes les formules de la forme
A-B—-0O)-((A—=B)—=(A—-0)

e Régle de dérivation :
A—B

B A (Modus Ponens)
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Dérivation sous forme de séquence (premier exemple)

(@) Axiome 2: (p— ((p—p) = p)) = ((p— (p— p)) = (P — P))
(b) Axiome 1: (p— ((p — p) = p))

(c) Modus ponenssuraethb: (p— (p— p)) — (p— p)

(d) Axiome 1: (p — (p — p))

() Modus ponens surcetd: (p— p)

Notation : Oy (p— p) ou Fp_, (p— p)
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Dérivation sous forme de séquence (deuxiéme exemple)

On fixe un ensemble d’hypothéses. Par exemple = {p}.

(@) Axiome 1: (p — (p — p))
(b) Formule dans : p
(c) Modus ponens suraethb: (p— p)

Notation : {p}Fn, (p—=>p)oupty, (p— p)
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Notion de dérivation sous forme de séquence

Une dérivation de la formule A a partir d’'un ensemble d’hypothéses  est

@ F; est une hypothése de , ou
@ F; est une instance d’axiome, ou

o la derniere formule de la séquence est A.

Notation : S’il y a une dérivation de A a partir de , nous écrivons
Fu., A. Nous écrivons ;B Fy, Apour U{B}ty, A
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Dérivation sous forme d'arbre

(p—=>(—p)(axl) pe

(p—p)

pE

p
Nous avons p . p.
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Notion de dérivation sous forme d'arbre

Définition : La dérivation de la formule A a partir d’'un ensemble
d’hypothéses  est un arbre fini de formules tel que

@ chaque feuille est soit une hypothése de  soit un axiome

@ si B est le pére des B; ::: B, alors B est obtenu par I'application
d’une régle d’inférence sur les formules By ::: B,,.

o la formule A est la racine de I'arbre.
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La notion de théoréme

La formule A est un théoréme ssi il existe une dérivation de la formule A a
partir d’'un ensemble d’hypotheses vide.

Exemple : La formule p — p est un théoréme dans le systeme H._,.
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Théoréme de la déduction

Théoréeme : Soit H un systéeme de Hilbert quelconque tel que
e I’ensemble d’axiomes de H contient au moins Axiome 1 + Axiome 2
@ la seule régle d’inférence de H est le Modus Ponens.

Alors, Fy A— Bssi ;AbyB.

Preuve : au tableau

Exemple : Montrer que (p — (g — r)) — (g — (p — r)) est un
théoréme : par la propriété précédante, on démontre que r est dérivable a
partirde = {p— (9 — r);q;p}.
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Dérivation comme séquence

={p—=(q@—n)ipaq}
(a) Elementdans :p—(g—r)
(b) Element dans : p
(c) Modus Ponens suraeth: g—r
(d) Element dans : g
() Modus Ponenssurcetd: r
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Dérivation comme arbre

={p—=(@—=n);pq}

p—(q—r)c

pe

(g—1n)

qc

r
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Un autre exemple : systéme Hprop

e Axiome 1: A— (B — A)

e Axiome2: (A= (B—-QC)—-(A—B)— (A= 0O)
Axiome 3: A— (B — (AAB))

Axiome 4: A— (AV B)

Axiome 5: B — (AV B)

Axiome 6 : (A— B) — ((A — —-B) — —A)

Axiome 7: (AANB) — A

Axiome 8 : (AANB) — B

e Axiome9: (A—-B)—- (C—-B)—~((Av(C)— B))
o Axiome 10: -——A— A

e Regle de dérivation : Modus Ponens
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Exemple de dérivation

Soit D=Av-Aet ={-D}.
(@) Axiome4: A— (Av-A) (ike. A= D)
(b) Axiome 1: =D — (A — =D)
(¢ :-D
(d) Modus ponensbetc: A— =D
(e) Axiome 6: (A— D) — ((A— —=D) — —A)
(f) Modus ponens a,e :(A — —=D) — —A
(g) Modus ponens d,f: —A
(h) Axiome 5: =A — (AV —A)
(i) Modus ponens g, h: (AV —A)

Donc, =D tp,,, D
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Exemple de dérivation

Par le théoreme de la déduction nous avons une dérivation de =D — D a
partir de I’ensemble vide. Pareil pour =D — —D. On construit maintenant
une nouvelle dérivation comme suit :

(a) Obs prec: =D — D

(b) Obs prec : =D — =D

(c) Axiome 6: (=D — D) — ((-D — —=D) — —=D)
(d) Modus ponens, ¢, a, b : ==D

(e) Axiome 10 : =——D — D

(f) Modus ponense, d: D

Enfin, nous avons une dérivation de D a partir de I’ensemble vide, donc
D = AV —A est un théoreme dans Hpop.
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Théoréeme de |'affaiblissement

Theoreme : Si F A est dérivable dans le systéme Hprp, alors ;B A
est aussi derivable dans le systeme Hp,, pour toute formule B.

Dit autrement,
Si FH,., A dlors By, A pour toute formule B.
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Propriétés du systéme Hyrop

Théoreme : Le systéme H, est correct, ie., si Fp,, A, alors = A
Preuve : Par induction sur I'arbre de derivation de 4, A.

Théoréme : Le systéme H,rop st complet, i.e., si = A, alors
F Hprop A-

Preuve : Dans la suite du cours.
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Les séquents en logique

Gerhard Gentzen: mathématicien allemand (1909 - 1945)
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La notion de séquent

Définition : Un séquent est un couple de la forme + ,ou et sont
des multi-ensembles de formules.

donnée par :

AN TINA, = B ViV B

Rappel : une conjonction vide est vraie, une disjonction vide est fausse.
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Sémantique d'un séquent

associée (A1 A ANAp) — (By ViV By) est valide.
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Les ingrédients d'un calcul de séquents

Pour définir un calcul de séquents :
@ On fixe des séquents axiomes (des séquents particuliers)

. . - Fopo H
o On fixe des régles d’inférence de la forme — - A
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Systémes avec séquents

Définition : La dérivation du séquent + dans un systéme S
quelconque, ou S-dérivation de  + , est un arbre fini de séquents tel que

e chaque feuille est un axiome de S.

@si F estlepéeredenséquents ;+~ jet:::et ,F ,, alors

F  est obtenu par I'application d’une régle d’inférence de S sur ses
enfants 1+ q,et::i:et ,F .

o la racine de I'arbre est le séquent

Notation : On écrit Fs pour dire que le séquent + est S-dérivable
et on écrit simplement F  pour parler du séquent en tant qu’objet.
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Preuves et théorémes

Définition : Soit S un systéme avec sequents. Une preuve d’un séquent
F dans S est une dérivation de F dans S. Un théoréeme de S est
un séquent de la forme () = ayant une preuve dans S.
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Remarque

Un systéme axiomatique peut aussi se voir comme un calcul avec séquents.
Ainsi par exemple, pour H_,:

o Les séquents axiomes sont de la forme
F AGBIAe )

F A= (B— A
FA—-B->0O)>(A—>B)—=A—=0)

e La regle d’inférence est de la forme

FA— B FA
FB
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Systéme DN_, : déduction naturelle pour —

Formules : I'ensemble inductif construit a partir de toutes les lettres
propositionnelles et du symbole binaire —.

Axiome: AFA

Regles d’inférence :

‘A B ] A FA— B
— (=) (— e)
FA— B B
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Exemple de dérivation dans DN_,

A, B+ A (axiome) )
AFB— A au
FA— (B— A

Notation : O Fpy, A— (B—= A)outpy, A— (B— A)

Nous avons démontré I'axiome 1 de H_, dans le systeme DN_,.
De maniére similaire on peut démontrer
Fpn., A— (B — A) pour tout
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Un autre exemple de dérivation dans DN_,

Soit =A—(B— (C);A— B} A

“AY (B Q) <A “AIlB <A
(¥ e e)
“B1EYC “B
AY (BY Q) (AT BEA“C
AT (BYQO)AYB)“ANYC
(AT (BYC)“(ATB)YI (AN ()
‘AT (BYO)YT (AT B)YY (AN ()
Nous avons démontré I'axiome 2 de H_, dans DN_,.
De maniére similaire on peut démontrer
Fonv, (A— (B— C)) - ((A— B) — (A— ()) pour tout
11 mars 2014
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Equivalence entre H_, et DN_, (i)

Théoreme : Si Fy, A, alors  Fppy, A.
Preuve : Par induction sur la dérivation de A a partir de  dans le
systéeme H_,.

@ Ac

@ A est une instance d’axiome dans H_,
o La derniére régle est le modus ponens.
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Equivalence entre H_, et DN_, (ii)

Théoreme : Si Fpn, A alors gy, A

—

Preuve : Par induction sur la DN_,-dérivation de  + A.

@ Si A est axiome dans DN_,, alors c’est trivial.

e Si I'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréme de la
déduction.

e Si I'arbre se termine par — e, alors on utilise modus ponens.
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Systéme DNprop : déduction naturelle pour —, VvV, A, =

Axiome: ;AFA
Régles d’inférence :

Al B , -A A= B
— (=) (— o)
FA— B - B
FA kB
(A1)
FANB
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FAAB FAAB

Ne) — (Ne

FA ("e) FB (e)
FA FB

Vi Vi

FAVEB v FAVEB v

FAVB A C yBEC
FHC

(Ve)

JAF B JAF B

— (i)
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FA  F-A F——A
—1e) —— (e
FB (7e) FA (7e)

La derniere regle —e est connue sous le nom de raisonnement par I’absurde.
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Exemple de dérivation dans DNpyop

Tiers exclu
B=AvV-A

-B;AF A
— (Vi)
-B;AFB -B;A+ B
-BF —A
(Vi)
-B+ B -B+ —-B
F-—-B

FB

(=9

]

(—e)
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Un autre exemple de dérivation dans DNpyop

Loi de Peirce
G=(H—-A—-AH=A-B

GHYA“HYA :GHYA“H

IGGHYT A A

GG :G“ -G

(ze)

(ze)
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G=(H—>A) A H=A—B

-G;H = A AH—-AFA
(= 1
-G;H = A ARG -G;H = A A- -G
-G;H—= A AFB
-G;H— AFH

(—e)

(= 1)
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Comment transformer des dérivations dans DNpyop

Théoreme : (Alaiblissement) Si  + A est dérivable dans le systéme

DNprop, alors ;B = A l'est aussi (et la hauteur de I'arbre de dérivation ne
change pas).

Théoreme : (Contraction) Si  ; B; B A est dérivable dans le systéme
DNprop, alors ;B = A I’est aussi.
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Observations

Le raisonnement par I’absurde entraine le tiers exclu et la loi de Peirce.
Mais, aussi

o Le tiers exclu entraine la loi de Peirce.
Soit F=(A— B) — A.

M—AF,AFA T,-AF,AF-A

r,—AF,A+ B
r-AFFF r-AFFA—B
rF,AFA r-AFFA
FTEFAV-A  TLAFF—A M-AFF—A

rN-((A—B)—=A)— A
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Observations

o La loi de Peirce entraine le raisonnement par I'absurde.
On considére A=A — 1. (/(L) = F pour toute interprétation /)

- A
;DA EF ——A ;A A
F((A—1)—=A)—A F-A— A
FA
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Equivalence entre Hyrop et DNprop (i)

Théoreme : Si by, A alors  Fpp,,, A

Preuve : Par induction sur la dérivation de A & partir de  dans le
systeme Hprop.
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Equivalence Hprop €t DNprop (ii)

Theoreme : Si Fpp,,,, A alors  Fy A

Preuve : Par induction sur la DN,,,-dérivation de = A.

e Si axiome dans DNy, alors c’est trivial.

e Si I'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréeme de la
déduction.

@ Si I’arbre se termine par — e, alors on utilise modus ponens.

o Si I’arbre se termine par A i, alors on utilise I’axiome 3.

o Si I’arbre se termine par A e, alors on utilise les axiomes 7 et 8.

e Si I'arbre se termine par V i, alors on utilise les axiomes 4 et 5.

o Si I'arbre se termine par V e, alors on utilise le théoreme de la

déduction et I’axiome 9.
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Suite de la preuve

o Si I'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréme de la
déduction et I'axiome 6.

o Si I’arbre se termine par la seconde regle de — e, alors on utilise
I’axiome 10.

o Si I’arbre se termine par la premiére régle de — e, alors on raisonne
comme suit. Si on dérive A et —A, alors avec deux instances de
I'axiome 1 (A — (=B — A)) et (A — (=B — —A)) on obtient
-B — Aet -B — —A. Avec I'axiome 6
(=B — A) = ((-B — —~A) — ——B), on obtient =—B, et avec
I’axiome 10 =——B — B on obtient B.
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Propriétés du systéme DNpyop

Theoreme : Le systeme DN, €St coOrrect, i.e., si - pp,,, A, alors
F A est valide.

Théoreme : Le systeme DN, est complet, i.e, si A est valide, alors
- DNprop A-
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Calcul de Gentzen LK

Axiome : AF A
Régles d’inférence structurelles :

AAE F AA
———— (contraction ———"— (contraction d
AT ( ion g) A ( ion d)
-, - "
(affaiblissement g) i (affaiblissement d)
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Regles d’inférence logiques :

e e O I S Sy Sy

. JA— BF HFA— B;

;;AA/;\BBl_I— (ne) - Al;— AN Bl;_ > (N d)
;Al_;A\/BIiBF (Va) I—;C;B; (v) %S;B;(Vd)
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Regles d’inférence coupure :

F A A
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Dérivation dans LK

Onnote |,k sileséquent + est dérivable dans le systéme LK.
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Premier exemple de dérivation dans LK

Modus Ponens

ptp (ax) qtq (ax)

p,(p—q) kg (/\gg_> &)
pA(P—q) g o d)

F(AP—q)—aq
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Deuxieme exemple de dérivation dans LK

Tiers exclu

Peter Habermehl (U. Paris Diderot)

pkp (aX)(_1d)
FpipV-p (v d)

FpV-opipV-p
v (cont d)
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Troisieme exemple de dérivation dans LK

Loi de Peirce

A A (ax)
“argaA GO
A BAT D AL A ()
(A>B) S AFAA
(A= B)—>AFA
F((A—B)—A) —A

(— &)
(cont d)
(= d)
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Propriétés du systeme LK

Théoréme : (Elimination de coupures) Si  + est dérivable dans le
systéme LK, alors il existe une dérivation de F dans LK qui n’utilise
pas la regle de coupure.
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Equivalence entre la Déduction naturelle et LK

Remarque : Si  F;x ,alorssoit soit n’est pas vide.

Théoreme : Si  F;x , alors
o Si =0, alors Fpp,,,, \V
e Si =, alors Fpn,,, V
e Sinon, Fpp,,, V- VYV

Theoreme : Si Fpp,,, A alors  Fix A
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Propriétés du systeme de Gentzen LK

Théoréeme : Le systéme LK est correct, i.e., si bk x ,alors + est
valide.

Théoréme : Le systeme LK est complet, i.e., si F est valide, alors
Fik
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Automatisation : le systéme G
Axiome: AEF A
Reégles d’inférence logiques :
F A A

(-~ ' (~d
;AR e oA )
F A; B F JAF B;
— — d
;A— BFE = 8 FA— B; ( )
VA B FA; + B;
- A : : Ad
JANB (ne) HANAB; ()
JAE B+ FA;B;
' ’ % — vd
AV BE (vVe) FAVB; (vVd)
Regles de coupure :
F A A F
;o
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Dérivation dans G

Onnote ¢ sileséquent G est dérivable dans le systeme G.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique



Premier exemple de dérivation dans G

Tiers exclu
ptp(ax) (- d)

Fpiop
v p(vd)
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Deuxiéme exemple de dérivation dans G

Loi de Peirce

ptq;p (ax)
Fp—=aqp = d)pl—p(ax)(_> g)
(b=>a)=plp (o

F{(p—q) —p)—p
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Comment transformer quelques dérivations dans G

Théoréme : (Alalblissement) Si g ,alors ;Akg et kg A

Théoreme : (Contraction) Si  ;A;Atg ,alors ;Alg . Si
Fg ;A A alors g ; Alest aussi.

Théoréme : (Elimination de coupures) Si g , alors il existe une
dérivation de g qui nutilise pas la régle de coupure.
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Equivalence entre LK et G

Théoreme : Si est dérivable en LK, alors | est dérivable en G.

Théoréme : Si  + est dérivable en G, alors | est dérivable en LK.
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Equivalence entre DN et G

Theoreme : Si Fpp,,,, A alors g A

Remarque : Si ¢ , alors soit  soit n’est pas vide.

Théoréme : Si kg , alors
e Si =0, alors Fpp,,, V
e Si =0, alors Fpy,,,, /-
e Sinon, Fpp,,,, V- VYV
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Propriétés du systeme G

51:::8 . .
Théoréme : Toute régle de G de la forme % est réversible, i.e.,

Si A NS, est valide ssi S est valide.

Théoréme : Le systeme G est correct, i.e.,, si g ,alors + est
valide.

Preuve : Par induction sur la dérivation du séquent F dans le systéme

G a I'aide de la réversibilité et du fait que les axiomes sont des séquents
valides.
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Propriétés du systeme G

Théoréeme : Le systéme G est complet, i.e., si + est valide, alors
Fg

Preuve :

@ On construit un arbre de dérivation pour le séquent + dans le
systéme G sans coupures, en appliquant les regles du systéme “du bas
vers le haut” aussi longtemps que possible.

o Ce processus s’arréte nécessairement car tout séquent “hypothese” est
plus petit que le séquent “conclusion” (propriété de sous-formule).

e Puisque le séquent de la racine est valide, tous les séquents introduits
par cette construction sont valides d’aprés le théoréme de réversibilité.
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Suite de la preuve

e Pour conclure il faut montrer que la construction s’arréte sur des
séquents axiomes, c’est a dire, que toute feuille de I'arbre de dérivation
est un axiome.

@ On raisonne par I'absurde.

@ Si le séquent d’une feuille contient encore un connecteur logique, alors
on peut toujours appliquer une regle du systeme, ce qui est en
contradiction avec le fait que c’était une feuille.

@ Si le séquent d’une feuille n’a plus de connecteur logique mais il n’est

pour tout /; .

e L’interprétation qui donne V a toutes les lettres p; et F a toutes les
lettres g; falsifie ce séquent. Contradiction avec le fait que ce séquent
soit valide.
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La résolution en calcul propositionnel
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Résolution

John Alan Robinson: philosophe, mathématicien, informaticien
anglais/américain (1930 - )
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Résolution

Méthode par réfutation :

= A ssi A s’obtient & partir de  par résolution

F Assi U{-A} insatisfaisable ssi U {—A} est réfutable

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 11 mars 2014 67 / 75



Forme Normale Conjonctive (FNC)

Définition :
e Un littéral est une formule de la forme p ou —p, ou p est une lettre
propositionnelle quelconque.

@ Une clause est une formule de la forme 4 Vv :::V l,, n > 0, ou chaque
l; est un littéral. La clause vide (n = 0) s’écrit L.

@ Une formule est en forme normal conjonctive ssi elle est de la forme
Dy At A Dy, on >0, ou chaque D; est une clause.
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Forme Normale Disjonctive (FND)

Définition :
@ Une conjonction élémentaire est une formule de la forme h A::: Ay,

n >0, ou chaque /; est un littéral.La conjonction élémentaire vide
(n=0) s’écrit T.

e Une formule est en forme normal disjonctive ssi elle est de la forme
G V:i:i:Vv G, n>0, ol chaque C; est une conjonction élémentaire.
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Existence de la FND et de la FNC

Théoreme : Soit A une formule.

o Il existe une formule A; en FND telle que A; = A.

o Il existe une formule A; en FNC telle que A, = A.

Cpa est satisfaisable.
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Formes normales et tables de vérité

A= (pAgA-r)V(pA-gATV
(PAGA)V(=pA=gA-r)

A= (pAgAN)V(pA—-gA-r)V
(PAGA=)V(7pA=gAT)

A= (—pVvV—-gV-r)A(=pVgVr)A
(pV—gVr)A(pVqV-r)

M<K T~
<TT<<T<L<L 7>
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Régles de la résolution

Axiomes : aucun
Regles d’inférence :
(D et C sont deux clauses)

Dvp CV-p
DvC

(coupure) % (cas particulier)

DVvpVp

(factorisation)
Dvp
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Dérivation par résolution

Exemple :
pVvrVvVs rV-s

pVvrVr

pVr -r

p

Notation : Une dérivation de la clause p a partir de I'’ensemble
{pV rVs;rVv-s;,—r} s’écrit

{pVrVvs,rv-s,-r}tgrp
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Réfutation

Définition : Un ensemble de clauses  est réfutable ssi  Fg L.

Exemple :
pVrVs rV-s

pVrVr

pVr —r

p -p
1

{pVrVs;rv-s;—r,-p}ttr L
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Propriétés de la résolution

Théoréme : La résolution est correcte, i.e., si Fg A, alors = Aetsi
Fr L, alors est insatisfaisable.

Théoréme : La résolution est compléte pour la refutation, i.e., si  est
insatisfaisable, alors g L.
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