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Dérivation sous forme de séquence (premier exemple)

Exemple : systéme H _,

(a) Axiome 2 :
P-(P-p-p)->p->((P->p)->(@{p-p)

Formules : I’'ensemble inductif construit a partir de toutes les

lettres propositionnelles et du symbole binaire —.

. (b) Axiome 1= (p — ((p ~ P) - P))
Axiome 1 : toutes les formules de la forme A - (B - A)
(c) Modus ponens sur a et b : p->{P->p)-(@P-p
Axiome 2 : toutes les formules de la forme (d) Axi ) 0= (-p)
xiome . — —
(A-(B-C))~(A-B)-(A-C))
(e) Modus ponenssurcetd: (p - p)

Reégle de dérivation :
A-B

B

A
(Modus Ponens)

Notation : CIgl (p - p) ou O (p - p)

Dérivation sous forme de séquence (deuxiéme exemple) . L .
Notion de dérivation sous forme de séquence

On fixe un ensemble d'hypothéses. Par exemple A = {p}. o o
Une dérivation de la formule A & partir d’'un ensemble

(a) Axiome1l: (p - (p - p)) d’hypothéses A est une séquence de formules Fq, ..., Fp telle que

(b) Formule dans A : p pour chaque i :

— Fj est une hypothese de A, ou
(c) Modus ponens suraetb: (p ~ p) — Fj est une instance d'axiome, ou
— Fi est obtenue par une régle d'inférence a partir de Fe,, ..., Fe,

avec €1,...,ex <l et

la derniére formule de la séquence est A.

Notation : {p} gl (p - p)oup Ol (p - p)



Dérivation sous forme d’arbre

(Pp-(p-p)ax1l) pCA
() p LA
p

Nous avons p [l p.

La notion de théoréme

La formule A est un théoréme ssi il existe une dérivation de la
formule A & partir d’'un ensemble d'hypothéses vide.

Exemple : La formule p —» p est un théoréme dans le systéme
H

-
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Notion de dérivation sous forme d’arbre

Définition : La dérivation de la formule A a partir d'un ensemble

d’hypothéses A est est un arbre fini de formules tel que

— chaque feuille est soit une hypothése de A soit un axiome

— si B est le pére des B ...Bp, alors B est obtenu par
I'application d'une régle d’inférence sur les formules B ... Bn.

— la formule A est la racine de I'arbre.
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Théoréme de la déduction

Théoréme : Soit H un systéme de Hilbert quelconque tel que

— I'ensemble d’axiomes de H contient au moins Axiome 1 +
Axiome 2

— la seule régle d'inférence de H est le Modus Ponens.

Alors, A [4JA - B ssi A, A [41B.

Exemple : Montrer que (p - (@ - r)) - (@ - (p - r)) est un
théoréme : par la propriété précédante, on démontre que r est

dérivable a partirde A ={p - (q - r),q, p}.

12



Dérivation comme séquence

A={p - (q-r)pa}

(a) Element dans A :p - (q - )
(b) Element dans A : p

(c) Modus Ponenssuraetb:q - r
(d) Element dans A : g

(e) Modus Ponens surcetd:r
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Un autre exemple : systéme Hprop
- Axiome 1: A - (B - A)
- Axiome2: (A - (B -C)) - (A-B) - (A-C))
- Axiome 3: A - (B - (A )
- Axiome 4 : A ~ (A [B))
- Axiome 5 : B - (A [BI)
— Axiome 6 : (A - B) - (A - =B) - =A)
- Axiome 7 : (A [Bl) - A
— Axiome 8 : (A [B) - B
- Axiome 9: (A - B) - ((C - B) - (ALC) - B))
— Axiome 10 : ==A - A
— Reégle de dérivation : Modus Ponens
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Dérivation comme arbre

A={p-(q-r),pa}

p-(Qq-r) CA pLCA

(q-r) q A

r

Exemple de dérivation
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Soit D = A [SA et A = {-D}.

(a) Axiome 4 : A -

(b
(c
(d
(

(e
(f

)
) A
)

e) Axiome 6 : (A -
)
) Axiome 5 : =A -
)

(A [=A) (ie. A - D)

Axiome 1: =D - (A - =D)

Modus ponens betc: A - =D

D) - ((A - 2D) ~ =A)

Modus ponens 2 fois a,d :

(A [=RA)

(g) Modus ponens e, f: (A [=A)

16



Par le théoréme de la déduction nous avons une dérivation de
=D - D a partir de I'ensemble vide. Pareil pour =D - =D. On

construit maintenant une nouvelle dérivation comme suit :

(a)
(b) Obs prec : =D - =D

(c) Axiome 6: (-D - D) - ((-D - =D) - =--D)
(d) Modus ponens, ¢, a, b : ==D

(e) Axiome 10: ==D - D

(f)

Obs prec : =D - D

Modus ponens e, d : D

Enfin, nous avons une dérivation de D a partir de I'ensemble vide,
donc D = A est un théoréme dans Hprop.
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Propriétés du systéme Hprop

Théoréme : Le systéme Hprop est correct, i.e., si A @mp A,
alors A E A

Preuve : Par induction sur |'arbre de derivation de A [],,, A.

Théoréme : Le systéme Hprop est complet, i.e., si A |= A, alors
A [alp A

Preuve : Dans la suite du cours.

19

Théoréme de ’affaiblissement

Théoréme : Si A [A est dérivable dans le systéme Hprop, alors
le séquent A, B [CA est aussi dérivable dans le systéme Hprop
pour toute formule B.

Dit autrement,

Si A [l A alors A, B [y, A pour toute formule B.

18

Les séquents en logique

Gerhard Gentzen : mathématicien allemand (1909 - 1945)

20



La notion de séquent

Définition : Un séquent est un couple de la forme A 1] ou A

et I" sont des multi-ensembles de formules.

La formule associée a un séquent de la forme
Ai,..., Ay [By,...,Bg est donnée par :

A; L CAL - By I [Bk

Rappel : une conjonction vide est vraie, une disjonction vide est
fausse.
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Les ingrédients d’un calcul de séquents
Pour définir un calcul de séquents :
— On fixe des séquents axiomes (des séquents particuliers)
— On fixe des régles d'inférence de la forme

Ay T ... An CTH
A [T
23

Sémantique d’un séquent

Définition : Un séquent Aq,..., Ay [By,..., Bk est valide ssi
sa formule associée (A; 1. [AL) - (By 1. [Bk) est valide.
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Systémes avec séquents

Définition : La dérivation du séquent A [I1dans un systéme S
quelconque, ou S-dérivation de A [T, est un arbre fini de
séquents tel que

— chaque feuille est un axiome de S.

— si A [ W est le pere de n séquents Ay [ et ... et Ay Dy,
alors A 4 est obtenu par |'application d’une régle d'inférence
de S sur ses enfants A; [Cd; et ... et Ay Cd,.

— la racine de I'arbre est le séquent A [Tl

Notation : On écrit A [s I pour dire que le séquent A [Tlest
S-dérivable et on écrit simplement A [T pour parler du séquent
en tant qu’'objet.

24



Preuves et théorémes

Définition : Soit S un systéme avec séquents. Une preuve d'un
séquent A [Tldans S est une dérivation de A [T1dans S. Un
théoréeme de S est un séquent de la forme 111 ayant une preuve
dans S.
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Systéme DN _ : déduction naturelle pour -
Formules : I'ensemble inductif construit a partir de toutes les
lettres propositionnelles et du symbole binaire —.
Axiome : A, A A
Régles d’inférence :
AA B . A A A[CA - B
— (> ) (- e)
ACA - B A [H
27

Remarque

Un systéme axiomatique peut aussi se voir comme un calcul avec

séquents. Ainsi par exemple, pour H_, :
— Les séquents axiomes sont de la forme

A A (si A Q)

ALCA S (B - A

ALIJA - (B -C)) - ((A-B)-(A-C))
— La régles d'inférence est de la forme

ACA-B ALA
A [B

26

Exemple de dérivation dans DN _

A,B [CA (axiome)
ALB - A
[A- (B - A)

(- 1)
(- 1)

Notation : I:[Iﬁﬂ A - (B —>A> ou @AA—» (B —>A)

Nous avons démontré I'axiome 1 de H_, dans le systéme DN _ .
De maniére similaire on peut démontrer A [ph A - (B - A)
pour tout A.

28



Un autre exemple de dérivation dans DN

FFA—(B—0) MeA r-A—B

r=A

(=
r-B—C renB

(—=e

(A— (B—C)),(A— B),AFC

Equivalence entre H_ et DN_ (i)

A—-(B—-0C),A—-BFHA-C

FA-B—-0)—-(A—B)—(A—-0)

Nous avons démontré I'axiome 2 de H_, dans DN _, .

De maniére similaire on peut démontrer

Ay (A-B-C)) - ((A-B)- (A - C))pour tout

A.

Equivalence entre H_, et DN_ (ii)

29

Théoréme : Si A [pd; A, alors A [l A.
Preuve :

— Si axiome dans DN _ , alors c’est trivial.

Par induction sur la DN _ -dérivation de A [CA.

— Si I'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréme de la

déduction.

— Si l'arbre se termine par — e, alors on utilise modus ponens.
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Théoréme : Si A [l A, alors A [pd,  A.

Preuve :

Par induction sur la dérivation de A a partir de A dans

le systéme H_, .
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Systéme DNprop : déduction naturelle pour -, [L 1.4
Axiome : A, A A
Régles d'inférence :
AA B A L[A ALCA_-B
— (= ) (- e)
ACA . B A B
ALCA ALCRH
A A
32



A CA [B A A
A A A B
A A A [H
A A B A A
A A AALCA A,B LA
(Len
A [d
AALCR AALCIB (=)
|
A [HA
33
Exemple de dérivation dans DNprgp
Tiers exclu
B=A
-B,A A (0
-B,A [B -B,A[3B
il
-B [JA (i
-B [H -B EB( i
il |
3-B

S
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ACA ALTA A [3F-A
(—e) (—e)
A B A A

La derniére régle —e est connue sous le nom de raisonnement par
I'absurde.

Un autre exemple de dérivation dans DNprqp

34

Loi de Peirce

G=MH-A -AH=A_B

-GH-AL[H-A -GH - ALH
-G,H - AL[LA
-G [A -G [3G
-G
€|

36



-G,H - A/ A/H-ALA
-G,H - A /A [@d -G,H - A/A[SG
-G,H - A/A[B
-G,H - A[H
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Observations

Le raisonnement par I'absurde entraine le tiers exclu et la loi de

Peirce. Mais, aussi

— Le tiers exclu entraine la loi de Peirce.

I-A/FFACA TI,-AFALC=

I'-AF,A[BR
I'-AF CH I''-AJF (A -B
I''FALCA I'-AF (A

I' CA [=A I'ALCH- A I-AL[H- A

I'C{A - B) - A) - A
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Comment transformer des dérivations dans DNpqp

Théoréme : (Affaiblissement) Si A [CA est dérivable dans le
systéme DNprop, alors A, B [CA l'est aussi (et la hauteur de

I'arbre de dérivation ne change pas).

Théoréme : (Contraction) Si A, B, B [A est dérivable dans le
systéme DNprop, alors A, B [A I'est aussi.
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— La loi de Peirce entraine le raisonnement par I'absurde.
On considére ~A=A - [
A [F-A
A—H\ (Affaibl.) A -A [SA
A,-A A
ALCOA - O3 A - A ALFA S A
A A

40



Equivalence entre Hprop €t DNprop (i)

Théoréme : Si A [y],,, A, alors A [p,,, A.

rop

Preuve : Par induction sur la dérivation de A a partir de A dans

le systéme Hprop.

41

— Si I'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréme de la
déduction et 'axiome 6.

— Si l'arbre se termine par la seconde régle de — e, alors on utilise
I'axiome 10.

— Si I'arbre se termine par la premiére régle de — e, alors on
raisonne comme suit. Si on dérive A et —A, alors avec deux
instances de I'axiome 1 (A - (=B - A)) et
(A - (=B - =A)) on obtient B - A et -B - —A. Avec
I'axiome 6 (-B - A) - ((-B - =A) - —==B), on obtient
—-B, et avec |'axiome 10 =—B - B on obtient B.
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Equivalence Hprop et DNprop (ii)

Théoréme : Si A [pd,,., A, alors A [n],,, A

Preuve : Par induction sur la DNprop-dérivation de A [CA.

Si axiome dans DNpyrop, alors c’est trivial.

Si I'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréeme de la
déduction.

Si 'arbre se termine par — e, alors on utilise modus ponens.

Si 'arbre se termine par [iJalors on utilise I'axiome 3.

Si I'arbre se termine par [e] alors on utilise les axiomes 7 et 8.

Si I'arbre se termine par [ alors on utilise les axiomes 4 et 5.

Si I'arbre se termine par [e] alors on utilise le théoréme de la
déduction et I'axiome 9.

42

Propriétés du systéme DNprqp

Théoréme : Le systéme DNpyop est correct, i.e., si A Lodiprop A
alors A [CA est valide.

Théoréme : Le systéme DNprop est complet, i.e, si A [A est
valide, alors A [pdy,,,, A

44



Calcul de Gentzen LK

Axiome : A (A

Reégles d'inférence structurelles :

AVAA O . A CITA A .
——— (contractiong) —— (contraction d)
AA M A [TLA
A 1 A 1
—— (affaiblissementq) ———— — (affaiblissement d)
AA M A TLA
45
Regles d’inférence coupure :
A A AALCO
A, A [T 11

47

Régles d'inférence logiques :

A LITLA AA T

(=9 ———— (=d)
A,-A [T A [T -A

A AT II,B LA
AILA - B COOA

AA B, T
(~ 9) (~ d)
A[A - B,T

AVA, B T A CAT ALCB”T =
AA LB [ A CAL[B,T
AALD AB O ([g) A AT A B, T
AA LB [ A A [BLT A A [BLT
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Dérivation dans LK
On note A [k ' si le séquent A [Ilest dérivable dans le
systéme LK.

48
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Premier exemple de dérivation dans LK

Modus Ponens

p Cpl(ax) q Cql (ax)

p,(p -~ q) Cql
p L{ - q) Cgl
L -q) -0

(Cg)
(=

d)

Troisiéme exemple de dérivation dans LK

49

Loi de Peirce

A A (ax)

Acaa

[A - B,A(* D Ara (ax)

(A - B) - ALAA
(A-B) - ALA
[WA-B)-A) - A

(

(contd

(—»d

)
)

9)

51

Deuxiéme exemple de dérivation dans LK

Tiers exclu

50

Propriétés du systéme LK

Théoréme : (Elimination de coupures) Si A [Tlest dérivable
dans le systéme LK, alors il existe une dérivation de A [Tl1dans

LK qui n’utilise pas la régle de coupure.
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Equivalence entre la Déduction naturelle et Gentzen

Remarque : Si A [ T, alors soit A soit I" n’est pas vide.

Théoréme : Si A & T, alors
- Si A = [ hlors [pd,,,, VI
— Si ' = L hlors [pd,,, VA,
= Sinon, [pd,,., V—A VT

Théoréme : Si A g, A, alors A [k A.

prop

53

Automatisation : le systéme G

Axiome : A, A [T A

Reégles d'inférence logiques :

A 1A AA [T
—— (79) ——— (=)
A,_|AI:EI AEELﬂA
A CAT AB LI AA LB, T
(- 9) (- d)
AA - B [ A A - B,T
AA, B I A AT ALR,T =
AA [Bl [T A CA[B,T

55

Propriétés du systéme de Gentzen LK

Théoréme : Le systéme LK est correct, i.e., si A [k T, alors
A [Tl est valide.

Théoréme : Le systéme LK est complet, i.e., si A [Tlest
valide, alors A [ T

54
AA L A,B IO A A B, T
A,A [BI [T A [CA[B,T
Régles de coupure :
A TMA AALCO
A, A OVIT
56



Dérivation dans G

On note A [T sile séquent A [Tlest dérivable dans le systéme
G.

57

Deuxiéme exemple de dérivation dans G

Loi de Peirce

b Lalp (@)
Cpl- q,p p Cpl(ax)
(b-q-pLp

Cdp->q) -p) —-p

59

Premier exemple de dérivation dans G

Tiers exclu

P L@ _ )

Lpl-p
o (00
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Comment transformer quelques dérivations dans G

Théoréme : (Affaiblissement) Si A [T, alors A, A [T et
A AT,

Théoréme : (Contraction) Si A, A, A [gT, alors A, A [gT. Si
A T, A A, alors A [T, A l'est aussi.

Théoréme : (Elimination de coupures) Si A [gT, alors il existe
une dérivation de A [g I qui n'utilise pas la régle de coupure.
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Equivalence entre LK et G

Théoréme : Si A [ est dérivable en LK, alors A [T est
dérivable en G.

Théoréme : Si A [T est dérivable en G, alors A [Tl est

dérivable en LK.
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Propriétés du systéme G

Sl “ae Sn
Théoréme : Toute régle de G de la forme ———— est

S
réversible, i.e., S 1. S}, est valide ssi S est valide.

Théoréme : Le systéme G est correct, i.e., si A [gT, alors
A [T est valide.

Preuve : Par induction sur la dérivation du séquent A [Ildans
le systéme G a l'aide de la réversibilité et du fait que les axiomes

sont des séquents valides.
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Equivalence entre DN et G

Théoréme : Si A [p,,., A alors A [gA.
Remarque : Si A [T, alors soit A soit I' n'est pas vide.

Théoréme : Si A [T, alors
- Si A = [ hlors [ph,,, VI
— SiT'= L hlors I_Ehprop V -A.
- Sinon, [pd,,., VA VT
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Théoréme : Le systéme G est complet, i.e., si A [Test valide,

alors A [T

Preuve : On va construire un arbre de dérivation pour le séquent
A [1ldans le systéme G, ceci en appliquant les régles du systéme
“du bas vers le haut” aussi longtemps que possible. Ce processus
s'arréte nécessairement car tout séquent “hypothése” est plus petit
que le séquent “conclusion” (propriété de sous-formule).

En plus, comme le séquent de |a racine est valide, tous les séquents
introduits par cette construction sont valides d’aprés le théoréeme
de réversibilité.

Pour conclure il faut montrer que la construction s’arréte sur des
séquents axiomes, c'est a dire, que toute feuille de I'arbre de
dérivation est un axiome. On raisonne par |'absurde. Si le séquent
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d’une feuille contient encore un connecteur logique, alors on peut
toujours appliquer une régle du systéme, ce qui est en
contradiction avec le fait que c’était une feuille. Alors, si le séquent
d’une feuille n'a plus de connecteur logique mais il n'est pas un
axiome, c'est qu'il est de la forme p1,...,Pm COd,...Qn, avec

Pi E gj, pour tout 1, j. L'interprétation qui donne V a toutes les
lettres pj et F a toutes les lettres g falsifie ce séquent, ceci est

une contradiction avec le fait que ce séquent soit valide.
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