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Induction et logique propositionnelle

Exercice 1 Pour une formule propositionnelle A,#let(A) est le nombre d'occurrences des lettres

propositionnelles qui paraissent dans A et #∧(A) lelettres
propositionnelles ,



� On veux prouver que #let(A ∨B) > #∧(A ∨B) + 1. On a

#let(A ∨B) = #let(A) + #let(B) par dé�nition
> (#∧(A) + 1) + (#∧(B) + 1) par hypothèse d'induction
= (#∧(A) + #∧(B)) + 1 + 1 par l'algèbre du collège
= #∧(A ∨B) + 2 par dé�nition
> #∧(A ∨B) + 1

ce qui montre ce qu'on voulait prouver.
� On veux prouver que #let(A→ B) > #∧(A→ B) + 1. On a

#let(A→ B) = #let(A) + #let(B) par dé�nition
> (#∧(A) + 1) + (#∧(B) + 1) par hypothèse d'induction
= (#∧(A) + #∧(B)) + 1 + 1 par l'algèbre du collège
= #∧(A→ B) + 2 par dé�nition
> #∧(A→ B) + 1

ce qui montre ce qu'on voulait prouver.

Exercice 2 Dire pour chacune des formules suivantes si elle est valide ou pas. Justi�ez vos

réponses : si vous pensez que la formule est valide, montrez la table de verité, si vous pensez que

la formule n'est pas valide donnez une interprétation qui ne satisfait pas la formule.

La formule A ↔ B est dé�nie comme (A → B) ∧ (B → A). Elle est satisfaite par une

interprétation a si a satisfait A et B ou bien si a ne satisfait ni A, ni B.

1. (((p→ q)→ p)→ p)

2. ((q → (p→ r))↔ (p→ (q → r)))

3. ((p→ (q → r))↔ ((p→ q)→ r))

Correction:

1. oui : c'est la Loi de Peirce. Il su�t de dessiner la table de vérité sans faire des erreurs !

p q p→ q (p→ q)→ p ((p→ q)→ p)→ p

0 0 1 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1

2. oui : il su�t de dessiner la table de vérité sans faire des erreurs !

p q r p→ r q → r q → (p→ r) p→ (q → r)

0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

Les deux dernières colonnes étant égales, cela prouve que l'équivalence est valide.

3. non : Si a(p) = a(q) = a(r) = 0 alors a ne satisfait pas l'équivalence. En e�et cette a�ectation
satisfait l'implication ((p → (q → r)), car la premisse p n'est pas satisfaite ; mais elle ne satisfait
pas l'implication ((p → q) → r)), car la premisse p → q est satisfaite (car p n'est pas satisfaite)
mais la conclusion r n'est pas satisfaite.
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