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persomnelles, Les ordinateurs et les téléphones mobiles sont interdits.
Il est recommandé de lire le sujet.

Pour la rédaction, utilisez une feuille pour les exercices 1 et 2,
et une fenille différente pour chaque partie du probléme.
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Probléme (temps recommandé : 2 heures)
a) Sémantique du calcul propositionnel (temps recommandé : 40 minutes)

Soit 4 un nouvean connecteur logique, ayant la table de vérité suivante

P |49 |peg
VIV F
VI|F| Vv
F IV Vv
F|F| F

1. Donnez les tables de vérité des formules suivantes

° pE{qPp)

o (-pAQ)BP

e p&(pA—q)

Indiquez une formule A en forme normale disionctive telle que 4 = p & g, et prouves
Péquivalence desg deux formules.
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3. Prouvez que toute formule A peut étre transformée en formule B ne contenant aucun
connecteurs @ telle que 4 = B.

b) Déduction Naturelle (temps recommandé : 1 heure)

Soit Dz‘v’éﬁcﬂ.) Je systéme D Nprep angraenté des frois regles sulvantes

AFA®B _ARA L
AF-B v

AFA®B Ab-d
AV B e

AJAF-B A -AFB
AFAgB

1. Montrez les propositions suivantes :
(a) Fpyg, P ((P&q) —q)
(b) Fpyz, ~PVa) = (pea) —q)
(¢) Fpye, (p——q) = ((-p—q) = (p#q)
(d) (Bomnus, plus difficile) - DNE,, pey — (q@p)
Indice pour ce point 1d : on powrra admettre Fve  pVv —p
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L L - L. est dite admissible quand la
AR A )
b A; est dérivable pour tout 1 € {1,...,n} alors

2. On rappelle qu'une régle

propriété suivante est vérifiée © si A
A A est dérivable.
Prouvez que les trois régles suivantes sont admissibles dans D Npop ¢

F(Ao -B)A(mA—=B) Ak 4

La AT =H

) AR (A= -B)A(mA— B) AF =4
- AFB

() A, AF B A, AR B

AF{A—==BIA(RA— B)

Montrez que A& B = (A — —~B) A (=A — B). En déduire que pour toute formule de
AL il existe une formule B ne contenant aucun connecteur & telle que 4 = B,

4. Montrez que que toute preuve dans D “\[r“\};,m d'une formule A peut étre transformée en

une preuve dans DNy, d'une formule B ne contenant aucun connecteur & telle que
4= B.

¢) Systéme de Hilbert (temps recommandé : 20 minutes)

L. Proposez trois axiomes a rajouter au systéme de Hilbert pour simuler les trois régles

précédentes.
2. Dans Hpop augmenté de ces trois axiomes, prouvez la formmle -p — ({(p & q) — q).
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