Le systéme G pour le calcul des prédicats

Le systéme de Gentzen pour le calcul des

prédicats
AALCD AB LD A [A,B,T
AA (Bl [ A CA[B,T
T, {x/0A, XA [A T A A o
I, xXIA CA ' CIKIA, A
T,A A I Ik/OA, XA, A
——— (09 (L)
T, XA [A I CIKIA, A

Dans les régles ([d) et ([g) X n'est pas libre dans T', A.

Dans les régles () et ([d) I'opération {X/t}A ne capture pas
des variables.

Axiome : A, A I A (A es tune formule du calcul des prédicats)

Régles d'inférence logiques :

A O A AA [T
———— (79) ———— (=4
A,-A [T A [T,-A
ACAT ABILD AA B, T
(- 9) (~ d)
AA - B [ A[A - B,T
AAB [T ACAT ALBT
A,A [BI [T A [CALB,T

Dérivation dans G

On note A [g T si le sequent A [T est dérivable dans le systéme
G.



Premier exemple de dérivation dans G

p(x) CR(x), Bhp(y)
Lpl(x), =p(x), yHp(y)
Cal(x), Bhp(y)
CIKIp(X), Dyp(y)
CIXp(x)) CyHp(y))

Troisiéme exemple de dérivation dans G

0 [pl Z1(2) P, q(x) [glx), [2h(z)

p.q(x) [IEh(z)

p - q(x),p CTEh(z)

P - q(x) Cpl- [Zh(z)

XJ(p - q(x)) Cpl - [Zh(2)

Deuxiéme exemple de dérivation dans G

p(a) [pla), XIp(x)  p(b) Cplb), XIp(x)
p(a) CIkIp(x) p(b) CTkIp(x)

p(a) Cplb) CTKp(x)

Quatriéme exemple de dérivation dans G

p(a),p(f(a)) Lplf(a)),p(f(f(a))), XIp(x) ~ p(f(x))

a

p(a) Lplf(a)),p(f(a)) - p(F(f(a))), BxA(p(x) ~ p(f(x))
p(a) Cplf(a)), XI(p(x) ~ p(f(x))

X

[pla) - p(f(a)), XI(p(x) ~ p(f(x)))

LIKI(p - q(x)) - (p - [ZH(z))

CIKI(p(x) ~ p(f(x)))



Cinquiéme exemple de dérivation dans G

p(x),p(y) CRLy), p(yY, BALKp(X) ~ p(y))
(X) Cply), p(y) — p(yY, XIKp(X) — p(y))
x) Cply), ¥ (p(y) - p(y5), XIKp(X) — p(y))
p(x) Caly), BXAXp(X) - p(y))
Cplx) - p(y), XIEAp(X) - p(y))
LI Xp(x) — p(y)), BAYXp(x) - p(y))
CIKIYA(p(x) - p(y))

Remarques

— Retarder au maximum le choix des témoins (régles [glet [d)).
— Renommer des variables (si nécessaire) pour éviter la capture de
variables.
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Sixiéme exemple de dérivation dans G

Soit A = XI~(—p(x) [(=0(X)), B = XIp(X) et C = XIQ(X).

p(y), B,=q(y) Cply), A q(y), C,=p(y) Cqly), A
p(y),B,=p(y),—a(y) LA q(y),C,-p(y),~a(y) CA
Xp(x), =p(y), —q(y) LA Xq(x),-p(y),~a(y) CA
XIp(x) COdq(x), =p(y), —~a(y) CA
[XIp(x) CIXdq(x), =p(y) L=h(y) LA
Bxp(x) CIXdg(x) CH(=p(y) C=h(y)), A
Xp(x) [IXg(x) CIKI=(=p(x) [=h(x))
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Comment transformer quelques dérivations dans G

Théoréme : (Affaiblissement) Si A [Tl est dérivable dans le
systéme G, alors A, A [Tlet A A, T le sont aussi.

Théoréme : (Contraction) Si A, A, A [T est dérivable dans le
systéme G, alors A, A [I1l'est aussi. Si A [T] A, A est dérivable
dans le systéme G, alors A [T} A I'est aussi.
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Rappel

Définition : Un séquent Aq,...,An [By,..., Bmn est valide ssi
sa formule associée (A1 1. [CAL) - (B; [l [Bly) est valide.
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Propriétés du systéme G pour le calcul des prédicats

Théoréme : Le systéme G est correct, i.e., si A [g T, alors
A [T est valide.

Théoréme : Le systéme G est complet, i.e., si A [T est valide,

alors A [T
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