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David Hilbert: mathématicien allemand (1862 - 1943)

gglieguc Peier |abermehl {U. Paris 1Yidorei) I 15 février 2012 3/ 76 Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 4/ 76



Systemes logiques axiomatiques Exemple : systéeme H_,

@ Formules : I'ensemble inductif construit & partir de toutes les lettres

@ Un ensemble de formules. propositionnelles et du symbole binaire —.
@ Un sous-ensemble de formules distinguées appelées axiomes. @ Axiome 1 : toutes les formules de la forme A — (B — A)
@ Un ensemble de régles d'inférence de la forme: @ Axiome 2 : toutes les formules de la forme
(A (B~ (A= B)—= (A= Q)
Hypl Hypn . ‘
T Comcl | 4n o Réale de dérivail:
one A— B A
5 (Modus Ponens)
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: ier exemple) Dérivation sous forme de séauence (deuxiéme exemple)
i Axdarme 2 (p-+p { p—p))— (p—p)) On fixe un ensemble d'hy ypoidses—t L LA
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Notion de dérivation sous forme de séquence

o ble d’hypothéses A est
es bq,. chaque i :
de: /

nee d axion

une séguence de forrmul

O [ est

O [ est une insta

d'inférence 2 pari © régir de Fep, ..., Fe, avec

o |z derniére o

'+ /\, nous écrivons
FrEH, A

Natation @ S
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Notion de dérivation sous forme d'arbre

Définition : La dérivation de la formule A 3 partir d'un ensemble
d’hypothéses A est un arbre fini de formules tel que

@ chaque feuille est soit une hypothése de A soit un axiome

@ si B est le pére des B; ... By, alors B est obtenu par |'application
d'une régle d'inférence sur les formules By . .. Bj,.

@ la formule A est la racine de I'arbre.
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Dérivation sous forme d’arbre

(p—=(p—p))(axl) peA

(p—p) pei
p
Nous avons p =, p.
15 février 2012 10/ 76

La notion de théoréme

La formule A est un théoréme ssi il existe une dérivation de la formule A a

partir d'un ensemble d'hvnothasec vide

Exemple : La formule p:: uri thie

e
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Théoréme de la déduction

! k N Y [
Mains o |'ensen

dus 2 o |z scule

~=nque tel que

Cest e lonens.

Jent 2 Axiome 1 + Axiome 2

Dérivation comme séquence

A={p—(q—r)pq}

(a) Element dans A : p— (q — r)

oo o 2o t2lyleao., L

>lg- > Fxemple

1 démont e

L. .
NAviviatiANn [alatoatagte® '\vl'\v-nk

CAN O p AN p-rlg >

b fewricr 2012

(b} Flement: dans A )
(¢) Modus Ponens surietb: g—r
(d) Vlement: dans A - o

(¢} Modus Poncns sur:etd: r
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Un autre exemple : systeme Hprop

@ Axiomel: A— (B — A)

@ Axiome2: (A= (B—=C))— (A—B)— (A— ())
@ Axiome 3: A— (B — (AAB))

& —m A LA RB)

O AX R — \/ B)

) = ((A— =B) — —A)

| eggliegues Peier Haboermehl (U, Paris 1Vidarei) l

b fewricr 2012

o Axiome 7 (AN 13)
o Axiome 8 : (AANI3)— B

o Mdome 9 (A )= ((C—B)—= ((AVC)— B))
o Axiome 10 @+ A+ A

o Régle de dérivation : Modus Ponens

— A

Peter Habormehl {U. Paris Diderot) | Logique



Exemple de dérivation

Soit D =AV -Aet A= {-D}.
(a) Axiome 4: A— (AV —-A) (ie. A= D)
(b) Axiome 1: =D — (A — —D)

15 février 2012 17 / 76

Théoreme de |'affaiblissement

Théoreme : Si A | A est dérivable dans le systéme Hpnop, alors le séquent
A, B A est aussi dérivable dans le systéme Hy.op pour toute formule B.

Dit autrement,
A pour toute form /!

Si A "Hp,op A, alors A, B "Hp,op
g oo o e
[T e s [l — — gt or Habormehl {U. IParis Diderot)
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Exemple de dérivati

Par le théoréme de la dé
partir de I'ensemble vide.
une nouvelle dérivation ¢

(a) Obs prec: =D — L
(b) Obs prec : =D — -
(c) Axiome 6 : (=D —
(d) Modus ponens, ¢, a
(e) Axiome 10 : =—D -
(f) Modus ponens ¢, d

Enfin, nous avons une dé
D = AV —A est un théo

Peter Habermehl (U. Paris Diderot)

Propriétés du systéme Hpop

Théoréme : Le systéme Hpy,p est correct, ie., si Ay, A, alors A = A.
Preuve : Par induction sur 'arbre de derivation.de AFu A

st complet, 1.e, st A A, alors

18 fewricr 2012 20 / 06 |



Les séquents en logique La notion de séquent

Définition : Un séquent est un couple de la forme A F T, ot A et I sont
des multi-ensembles de formules.

La formule associée & un cémnant.
donnée par :

A Acci NAg > BV LV By

Rappel : une conjonctior ie, une di

Gerhard Gentzen: mathématicien allemand (1909 - 1945)
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Sémantique d'un séquent Les ingrédients d'un calcul de séquents

Pour définir un calcul de séquents :

L Al s A A D P act valide ssi sa formule @ On fixe des séquents axiomes (des séanents particuliers)
NAY (B VLoV By estovall zide. ) Al AT T . )
@ On fixe des réglesd N : inférence «o &
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Systémes avec séquents

Définition : La dérivation du séquent A F T dans un systéme S
atnlzonaay piy § AArivntian oct i orben fini de séquents tel que

© feuille

© pére. .. et Ap = @, alors
d'inférence de S sur ses

ey
CArgnLs

©  racne

At A F T est S-dérivable
nt en tant qu'objet.

Notation :

| oplieguue: Peier |abermehl {U. Paris Yiderei) _

Remaraiie

e un calcul avec séquents.

© séquents axiomes

-%é)—>(A—> Q)

e
)

i de la forme

o | . regle d'inférence

ALA B AL A
AL R

{U. Paris Videroi) l | egligue

Preuves et théorémes

Définition : Soit S un systéme avec séquents. Une preuve d'un séquent
A F T dans S est une dérivation de A F T dans S. Un théoréme de S est
un séquent de la forme () = I ayant une preuve dans S.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique

Systéeme DN_, : déduction naturelle pour —

Formules : I'ensemble inductif construit a partir de toutes les lettres
propositionnelles et du symbole binaire —.

Axiome : AJAF A

Régles d'inférence :

AAEB AFA AFA—B

(=i — e
Arass 0 AL B (= e

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique



\If\_m_lﬁJ_A_A_A_A_éJL;_\_m_‘I’_;AL_AL_B_LD_A_I; P .
F bion done DAL Un autre exemple de dérivation dans DN_,

SoitN'=A— (B— C),A— B,A.

_>. i) r'NFA—(B—C) r=A rN-A—~B A
2 (= e) (> e)
rN-B—=C r-B
(A= (B—C)),(A— B),A+C
A-=(B—=0),(A-B)FA=C
) (B — A) A-(B—=C)FA—-B)=(A=C()

FA=-(B—C)— ((A—B)—=(A— ()
stéme DN_,.
T L Nous_avons dé é I'axiome 2 de H_, dans DN_,.
Non e i Sy e b O e waey peut démontrer
)= ((A— B) — (A — C)) pour tout A.
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Equivalence entre H_, et DN_, (i) Equivalence entre H_, et DN_, (ii)
Théoreme : Si Aby, A alors Abpy, A Théoreme : Si Abpy , A alors Ay, A
Preuve : Par induction sur la dérivation de A a partir de A dans le Preuve : Par induction sur la DN_,-dérivation de A + A.
systeme H_,.

@ Si A est axiome dans DN_,, alors c'est trivial.
e Ac A . .

Q oo Il s e nen e 0! "

par — i, alors on utilise le théoréme de la

o |2 dernidre régle est le modus penens. °

par — e, alors on utilise modus ponens.
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Systéme DN, : déduction naturelle pour —, V, A, =

Axiome : AJAF A
Régles d'inférence :

AAFEB (= 1) AFA AFA—B
T — i
AFA—B AFB
AFA AFRB )
(A1)
AFAANB
Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique

AFA AF-A
AFB

(—e)

La derniére régle —e est connue sous le nom de raisonnement par |'absurde.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique i) Hl

AFA

AF A

(—e)

— e)

T {évricr 2072

3k /76 |

AFAAB AFANAB
(Ae) (N e)
AFA AFB
AFA AFB .
(Vi (Vi)
AFAVB AFAVB
AV B AAFC ABFC
(Ve)
AFC
LALE AARCE
-l
AF A
e Al 201D 24 76
Exemple de dérivatic a
Tiers exclu
B=AV-A
~B,AF A
——— (Vi)
~B,AF B -
i3
i3
Paier Habermehl {U. IParis Diden Il eggiegue 1 féericr 2012 36




Un autre exemple de dérivation dans DN,y

Loi de Peirce G=(H—-A)—>AH=A=B
G=(H=A)—>A H=A—B
ﬂG,H—>A,A,H—>AI—A( )
-G.H—->AFrH—->A -G H—=AFH —
(> o) oo - “G,H s AAFG ﬂG,H—>A,AI—ﬁG( |
GEE s AL A e
) ' ~G.H— A AFB _
Gl ~GF -G (= 1)
(—e) _‘G, H—AFH
(—e)
@
oglgue ‘ Peier |abormehl (L. Paris 1 Vidorei) l L: 15 favyrier 2012 37 1/ 76 hermehl (1] Paris Didarat)
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Comment transformer des dérivations dans DNeoov ... Ohsenations

P e

wmsurde entratne le tiers exclu et la loi de Peirce.

Théoréme : (Affaiblissement) Si A F A est dérivagese

DNprop, alors A, B A l'est aussi (et la hauteur de
change pas).

=hne |a loi de Peirce.

M-AF,AFA T,-AFAF-A

r-AF,AFB

F-AFFF F-AFFA—>B
Th oréme : (Contractuon\ Si A.B.BFE A est déris . iveble dans e s B A
LI T — he=A | ﬁ—l G Vb A " ,-AFF
I A A Iy Atk — A M-AFF—A
I+ - B = A — A
Peier | labermehl (U, Paris 1Vidorei) opigue D12 3¢ f 6 ‘ Peier Habormeh! (U, Paris 1Diderot) H| 15 feericr 21 Il egiguc 15 fevrier 2072 A0 /(6




Observations Equivalence entre Hpop €t DNpyop (i)

@ La loi de Peirce entraine le raisonnement par I'absurde.
On considére —A=A — L.

Théoréeme : Si Aty A alors Alnn A

AF ——A _
A —AF A (Affaibl.) A Ak —A Preuve : Par induction : sur |
’ ’ systeme Hprop.
A -AF A
AF(A—=-L1L)—-A)— A AF-A—=A
AFA
15 fevrier 2012 41/ 76 | _Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Vi | ogicuc 15 fewrier 2012
Equivalence Hyrop €t DNpyrop (i) Suite de la preuve

Théoréme : Si A tpp,,, A, alors Ay, A

rop

@ Si l'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréme de la

Preuve : Par induction sur la DN ,-dérivation de A = A. déduction et I'axiome 6.

@ Si l'arbre se termine par la seconde régle de — e, alors on utilise
I'axiome 10.

@ Si l'arbre se termine par la premiére régle de — e, alors on raisonne
comme suit. Si on dérive A et —A, alors avec deux instances de
I'axiome 1 (A — (=B — A)) et (WA — (=B — —A)) on obtient
-B — Aet =B — —A. Avec I'axiome 6
(=B — A) = ((-B — —A) — =—=B), on obtient =—B, et avec
I'axiome 10 =—B — B on obtient B.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 43 / 76 Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 44 | 76






Dérivation dans LK Premier exemple de dérivation dans [ K

Modus Ponens

plp (ax} ql q (ax) (> g)
pA(p >q)l g° g> d)
L (pAp >a@)) »qt "

On note A bk I si le séequent A T est dérivable A~~~ e

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique | (U. IParis IDdersi) ||
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Deuxiéme exemple de dérivation dans LK Troisieme exemple de dérivation dans LK

. Loi Peir
Tiers exclu oi de Peirce

AF A (ax)

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique i) H|

15 fewrior 2012

AFBA L0
A= B,A Ak A (ax)

(aff d)

(— 8)
(ASB) S AFAA
(A—>—> B)—>—>AI—A (cont Z)
(AsB A A D

i/ | peser Nabermeh ! (. s i [ S e sl



Propriétés du systeme LK

Théoréme : (Elimination de coupures) Si A I T est dérivable dans le
systéme LK, alors il existe une dérivation de A T dans LK qui n'utilise

pas la régle de coupure.

15 février 2012 53 / 76
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Propriétés du systéme de Gentzen LK

Théoréme : Le systéme LK est correct, i.e., si Abpx I, alors AT est
valide.

Théoréme : Le systéme LK est complet, i.e., si A F T est valide, alors
AFT.

15 février 2012 55 / 76
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Equivalence entre la Déduction naturelle et LK

Remarque : Si A b [ ~lorg copfea

Théoréeme : Si AT
@ Si A =10, alors Fpp
@ Si T =10, alors Fpp,

@ Sinon, -pn,,,, \ AV YT

Théoréme : Si A bFpp, o A Blors ALy A

LA [ (6 | Il oggicque
Automatisation : le systéme G
Axiome : AAFT A

Régles d'inférence logiques :

AFT,A AAET
S R = (=d
A -AET e AFT, A (- d)
AFAT ABET AAE BT
(= &) (= d)
AA—BET A-A— B, T
AABET AFAT AFB,T
e (e (A d)
AANBET AFANB,T
AAET ABET AFAB,T
ve) ———mr (Vd)
AAVBET A-AVB,T

Régles de coupure :
AFT, A AAFT

ANET N

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique
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Nérivation dans G

Premier exemple de:#

Tiers exclu

thle ¢ Nlgl dans le systeme G.

| Peier |abermehl {U. Paris 1Yidorei) I | egigue _ Peter Habermehl (U. Paris Diderot)
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=Y IAMe avemnle de, dériv

Comment transformer quelques dérivations dans G

| i “des Peire Théoréeme : (Affaiblissement) Si AFg T, alors A,Alg et Alg A T.

prlitte Théoréeme : (Contraction) Si A,A,AkgT, alors AJAbg T. Si

AtgT,A A alors A g T, A lest aussi.

Théoréme : (Elimination de coupures) Si A g T, alors il existe une
dérivation de A g I qui n'utilise pas la régle de coupure.

wlegue

eicr Habermehl (U, Saris Dideror) | 15ferier2012  50/76
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Equivalence entre LK et G Equivalence entre DN et G

Théoréeme : Si A bpy,,, A, alors Alg A
Théoréme : Si A F T est dérivable en LK, alors £ 5.7 artAésiahlaes 4 -

i

Remargue = i |

alors soit A soit ' n'est pas vide.

', I h@ardne | alors
© Iprop V I.
777 Ry © orop V _|A
y © AAVAVAN
digle ‘ Peier | labermehl (U. Paris 1Vidorei) l ) Hl b {évricr 2012 GI /16 | | Paier Habermehl {U. IParis IID'k:ktmr 15 février 2012 62 / 76
Propriétés du systéeme G Propriétés du systeme G

Théoréme : Toute régle de G de la forme = G est complet, i.e., si AT est valide, alors

SiA...NAS, est valide ssi S est valide.

orlire de dérivation pour le séquent A - T dans le
oures, en appliquant les régles du systéme “du bas

Théoréme : Le systéme G est correct, i.e., si At | = ©ongtemps que possible.

valide. o !

L e nécessairement car tout séquent “hypothése” est
uent “conclusion” (propriété de sous-formule).

Dengpisn + Dawl

1 «de la racine est valide, tous les séquents introduits
ructioon sont valides d'aprés le théoréme de réversibilité.

Cs axXion

<57

L que

| oglieguue: Peier |labermehl (U, Paris 1Vid

b fewricr 2012 63 [ 16 ‘ Peter Habormehl {U. Paris Diderot) Hl 15 février 2012 64 / 76



Suite de la preuve

@ Pour conclure il faut montrer que la construction s'arréte sur des
séquents axiomes, c'est & dire, que toute feuille de I'arbre de dérivation
est un axiome.

@ On raisonne par I'absurde.

@ Si le séquent d'une feuille contient encore un connecteur logique, alors
on peut toujours appliquer une régle du systéme, ce qui est en La résolution en calcul propositionnel
contradiction avec le fait que c’était une feuille.

@ Si le séquent d une feuille n'a plus de connecteur Ioglque mais il n'est
Zes =1 " q1,---Qn, aVeC p; # qj,

- - —>1(——,~—.

pour tout i, §.

arine WV 2 Lautes les p; et F a toutes les

o | ‘*i|'n‘i;<z|~”|":>>|~””*f
Lires dicizc le fait que ce séquent

riion qui d
e co séquent. Contrad

‘ IPsier i abermehl (U, Paris Dikyroi) l |Fepiague 15 février 2012 65 / 76 Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 66 / 76
Résolution Résolution

Méthode par réfutation :

A | A ssi A s'obtient a partir de A par résolution

A = Assi AU {—A} insatisfaisable ssi AU {—A} est réfutable

John Alan Robinson: philosophe, mathématicien, informaticien
anglais/américain (1930 - )

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 67 / 76 Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 68 / 76



Forme Normale Conjonctive (FNC)

Définition :
@ Un littéral est une formule de la forme p ou —;
propositionnelle quelconque.

@ Une clause est une formule de la forme ; V.

l; est un littéral. La clause vide (n =10) s ecrt - L
JI’uQ I(\|w|7\IIU||(x cstL en

@ Une formule est en forme normal conjonctive vy
DiA...ADp, n>0, ouchaque D; est une cl

oV (\:/m m > ¢

[ Peter Habermehl (U Paris Diderot) S Ggique = N TS
Existence de la FND et de la FNC

Théoréme : Soit A une formule.
@ |l existe une formule A; en FND telle que A; = A.
@ |l existe une formule A, en FNC telle que A, = A.

Lemme : Soit A = {Ay,..., Ay} et FNCp = {Ey, ..., E,} ol chaque E;
est une FNC de A;. Pour chaque E; de la forme Dj, A ... A Dj, on construit
Ce, ={Dj,,...,Dj }. Soit Cao = U <;<, Cg;- Alors A est satisfaisable ssi
Ca est satisfaisable. -

15 février 2012

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique
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n > 0, el chague

Forme Normale Disjonctive (FND)

D& itian :
o mentaire est une formule de la forme L A ... A I,
rest un littéral.La conjonction élémentaire vide

> lforme normal disjonctive ssi elle est de la forme
D, o chaque C; est une conjonction élémentaire.

15 fewicr 2812 68 / 16 | RERIE = logique | 15 février 2012 70 / 76
Formes normales et tables de vérité
plglr A
VIVIV|F A= (pAgA-r)V(pA—-gATr)V
VI V|F |V
vIEIvVIv (=P AGAT)V(=pA=gA-=r)
v EIEIE “A= (pAgANV(pA—-gA-r)V
(=P AGA=r)V (=P A=gAT)
FI V| IV|V
A= (-pV—=qV-r)A(=pVqgVr)A
FIVIFIF (pV =gV r)A(pV gV -r)
F|F|V|F pyv—a pva
FIF|F|V
15 fevrier 2012 72/ 76



Régles de la résolution

B e TH IR

Axiomes : aucun
Régles d'inférence :
(D et C sont deux clauses)

[ emmple

Dvp CV-p

p -p
(coupure) ———
DvC
DVpV .
ZYPYR (factorisation
DVp
Peser Habarmehl (L. 1

Réfutation

crmble de elzu rifole ssi A Fr L.

oplgue Peier | labermehl (U, Paris 1Vidorei) l 15 février 2012 75 / 76

= s ;\Lu_m:l-_LQ_n_mLzAmJ_utlon
VrVs rV-s
pvrvr
o pVr -r
(cas pariiculicr)
p

on de la clause p a partir de I'ensemble
‘écrit

A\/ r\/c r\/—ec —rlbon

b {évricr 2012

aris [Dideret) ”l

3 ] 16 | | Il oggicque 15 {Ewricr 2012 A

Propriétés de la résolution

Théoréme : La résolution est correcte, i.e., si AFg A, alors A = A et si
A Fgr L, alors A est insatisfaisable.

Théoréme : La résolution est compléte pour la refutation, i.e., si A est
insatisfaisable, alors A Fp L.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 76 | 76



