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o [ iter

o de A ¢ tBest ANB={eclU|ec Aetec B}
o [ ‘union de Ael Bee tAUB={ecU|ec AouecB}

Notions préliminaii

o [ adifiérence de Ael Best A\B={eclU|ec Aete¢ B}
o [ ¢ complémentaire d edest A=U\A={eclU|e¢ A}
o P(A) est 'ensermble de toutes les parties (sous-ensembles) de
I"ensermble A
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Ensembles Relations

Définition : Une relation n-aire sur A; ... A, est un sous-ensemble de

A x ... x A,.

(Lois de de Mgrgan) Définition : Soit R C A x A une relation binaire.

AUB=ANB @ R est réflexive ssi pour tout x € A, (x,x) € R.
R est irréflexive ssi pour tout x € A, (x,x) ¢ R.
Définition : @ R est symétrique si pour tout x,y € A, (x,y) € R implique
R = R s i e e *, est I'ensemble de (v,x) €R.
meuple gl |2 At St Aj = A pour R est anti-symétrique si pour tout x,y € A, (x,y) € Ret (y,x) €R
Lout §, on note L X implique x = y.

siseulement si il existe une @ R est transitive si pour tout x,y,z € A, (x,y) € Ret (y,z) ER

£ s Lare de IN vers A. implique (x,z) € R.
‘ Paiiar Habarmahl (U, Paris Didaroi) | Logigue . 10 février 2012 9 /68 10 février 2012 10 / 68
Notations Exemples

Exemple : La relation > sur les entiers naturels est réflexive, la relation >

o (x € R peut s’écrire aussi x R y. ) PP
(x.y) P y sur les entiers naturels est irréflexive.

ca Nn npeut utiliser un_cymhale 3 1a nlara,de R -
o, alor

Exemple : La relation = sur les ensembles est symétrique, la relation >
sur les entiers naturels est anti-symétrique.

o ()
sur les ensembles est transitive.

Yariss ideroi) ogigue Paiar [Habarmeahl 10 février 2012 12 / 68



Equivalence et Congruence

Définition :

@ R est une équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.
_ Exercice : Mon

<z’est a dire, si

< f(br ... by).

Montirer gue ~

ar raif:

(4

Paiiar [Hab I

10 février 2012

Composition de relations

R est une relation dans A x C t.q.
o ’1?'[7 ’r/’ ’_; A Al

Définition : SIR C Ax Bet S C B xC, alors la composition de S avec

- A 1L .
f@\w?‘ i ||%_;—$,‘:';"?j T

=T z,y) € S}

e

omposition de R avec elle

lo...0R
—_—

n+1 fois
Fxemple

) ['I"oruv/ouqﬁ Paris)}

Auneir définition plus tard) £

Classes d'équivalence

[Fiviseur de x — y} est une

13 / 68
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Les clétures

Définition :

La cléture transitive d'une relation R est donnée par

Rt = [j RrR"
n=1

La cléture réflexive et transitive d'une relation R est donnée par

R* = GR":WURO
n=0

Evomnlo -

[Lasgiigyues

Peiar Habarmahl {U. Paris Dig) |
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Danc 'avemnle d'avant, R* = A x A.

Paiar Habarmahl (U, Paris Mideroi Logique 10 février 2012 16 / 68
{ 8!

La classe d’équivalence de a € A par rapport a une équivalence R est
I'ensemble [a]g = {b € A | aRb}.

14/ 60—



Fonctions

Définition : Une fonction f entre deux ensembles A et B, notée
f A — B, est une relation sur A x B t.q. pour tout x,y,z si (x,y) € f et
(x,z) € f, alors y = z.

Notation : On écrit f(x) pour dénoter I'unique élément y t.q. (x,y) € f
et f(C)={yeB|Ixel,f(x)=y}
On note id 4 la fonction identité sur A donnée par id4(x) = x.

Définition : Soit f : A — B une fonction.
@ Le domaine de f est Dom(f) ={x € A|3Jy € B,(x,y) € f}
@ L'image de f est Im(f) ={y e B|3x € A,(x,y) € f}

@ L'inverse (pas toujours une fonction) de f est

1 ={(y,x) €Bx Al (x,y) € f}

10 février 2012

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique

Propriétés des fonctions

Définition : Une fonction f : A — B est injective ssi pour tout x,y € A,
f(x) =f(y) implique x = y.

Exemple : f(x) = x + 2 sur les entiers est injecti—
ensembles d’entiers n'est pas injective. Ainsi ({28

{2,3,4} £ {2,4}.

Définition : Une fonction f : A — B est surjectiv Pée ool pour tout v ¢
existe x € A tel que f(x) =y.

Exemple : f(x) = x div 2 sur les entiers naturels
f(x) = x + 2 sur les entiers naturels n'est pas sur

Définition : Une fonction est bijective ssi elle estl‘“

Exemple : Soit A I'ensemble de mots de longueu
Oetl. Soit B= {0 c. 7}. Soit f(”b2b1b0”) = by
fonction est injective et surjective, donc bijective.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique ) | ‘ |

10 février 2012
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Composition de fonctions

Définition :
@ La composition de f : B — C avec g : A — B est la fonction
fog: A—C,ou fog(x)="~f(g(x)).
Exemple : f(x) = x2, g(x) = x +4, f og(x) = (x +4),
gof(x) =x° +4.
@ La n-composition de f avec elle-méme , notée ", est défini par
récurrence sur n :

» Sin=0, alors f° = id

» Sin>0, alors f"=fof"!
Exemple : f(x) =x +2, fO(x) = x, f}(x) = x +2, f3(x) = x + 4,
f3(x)=x+6, ..., f"(x) =x +2.n.

Exercice : Soit n > 0. Montrer que f" = f"!of.

10 février 2012 18 / 68
Préordres, ordres
Nafinitiop = —
belation réflexive et transitive.
2)7 (37 3)7 (47 4)7 (37 2)7 (27 3)7 (27 4)7 (37 4)}
o U ordre ou ordrertiel est une relation réflexive, anti-symétrique et
Netatiom 3 °
wan ordre car (3,2),(2,3) mais 2 # 3.
{ '2,3),(2,4),(3,4)} est un ordre.
1868 | | Peter Habarmehl (U. Pais Diderot i I 10 février 2012 20 / 68



Ordre stricte

Définition : Un ordre strict est une relation irréflc
Notation : >
Exemple : > sur les entiers, D sur les ensembles.

Définition : Un ordre strict est bien fondé ssi il n
infinie décroissante (i.e., de la forme ag > a; > a;

Exemple : > sur les entiers naturels est bien fonc
n'est pas bien fondé. D sur les ensembles fini est

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique

Définitions Inductives et preuves par induction

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique ol I R e T T et

)

Majorants/minorants et bornes supérieures/inférieures
Soit £ un ensemble muni d'un ordre <. Soit A C &.

Définition :
x €Etq.pourtouty € A, y <x.
. x€&tq. pourtouty € 4, x <y.

Il notée sup(.A), est le plus petit des majorants de
e A alors sup(A) < z).

notée inf(.A), est le plus grand des minorants de
e A alors z < inf(.A)).

..,10}. Tous les entiers dans {10, ...} sont des
la borne supérieure.

1,b < c,b <d, alors a et b sont des minorants de
ncomparables, donc A n’a pas de borne inférieure.

ensembles dans P (&), alors le sup est | J; E; et le

10 février 2012 22 / 68
Définitions inductives en informatique
@ Syntaxe concrete
@ Syntaxe abstraite
a Raalac da tynaca
) LI AR,  ogique 0 | 10 février 2012 24 / 68



Le principe

Une définition inductive est caracterisée par :

@ Une ou plusieures assertions

@ Un ensemble de régles d'inférence pour dériver ces assertions

Exemple :

; maturel

NI

Notation

Les régles d'inférence sont notées

Hypothése; ...Hypothése,

(Nom de la regle)
Conclusion

@ Conclusion est une assertion

S A

Sin e

ol

¢
=
o

o |5

Losgié 68

Exemple (régle unaire)

Les entiers naturels

(NatO) n est natt

0 est naturel succ(n) est n

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique e

el (o) oot mnotural
R e < T

‘ Pricar [Habarmahl {U.

=TT 1~ TT

thése, sont des assertions

n =0 la régle est un axiome

Exemple (régle binaire)

{

- 1m arhra hinaire

(Abin-nil)

10 fewrier 2012 27 [ 66 | | Peiariz 28 [ 68
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Exemple

Les mots sur un alphabet A

acA nmo

€ mot a.n mot

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique abarmahl {U. Paris Mideroi) | ‘ |

Exemple (plusieures assertions)

I Ac FAvA+~ ,lm frema T

= foret T

f € foret T

N A , )€ foret T

[Lasgiigyues Paiar Habarmahl {U. Pads Didarei) | . 10 février 2012
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Exemple (plusieurs axiomes, régles unaires et binaires)

I om mvmsnmsioes Ao d-d-=iayie propositionnelle sur I'alphabet A
peA
p expr
A, expr A; expr A, expr
XpTr A1 A Ay expr
Ay expr A expr
expr —A expr

10 février 2012 29 [ 68 | ‘ Pasiaar | Logique 10 février 2012

Dérivation d'une assertion

Une assertion A est dérivable ssi

@ A est un axiome

A
@ ou il y a une régle de la forme
A - A,
A

telle que A, ..., A, sont dérivables

[Lasgiigyues

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) - 68 |
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Dérivation d'une assertion Ensemble inductif

Exercice :

B - RS R e e
m(| © s oo i [ il et montrer comment la
et e e o || el il
‘ Un ensemble inductif est le plus petit ensemble engendré par un systéme de

6 régles d'inférence.
/ H‘ \

4 8

[ \

b avide

/ \
de avide
Pt Habsrmel (U, Paris Pideros) | Logique IR0 fevrier 20121337/ 681

Preuves par induction (récurrence)

@ Induction sur les entiers
» Induction mathématique
» Induction compléte

Preuves par Induction > Equivalence
@ Induction bien fondée

@ Induction structurelle

@ Induction sur un ensemble inductif

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique



Induction sur les entiers | (induction mathématique) Exemples
Théoréeme : Soit P une propriété sur les entiers. Supposons 1) . po N (n+1)
(IM1) P(0), i

(IM2) pour tout n € N on a P(n) implique P(n+1) Mais comment prouver
Formellement, Vn € N.P(n) — P(n+1),

@ Tout entier est déco
alors pour tout n € N on a P(n) (formellement V i —

Peter Habermehl (U. Paris Diderot)

Paiar Habarmahl {U. Pads Didarei) | |
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Induction sur les entiers Il (induction compléte) Equivalence des deux principes

Théoréme : Soit P une propriété sur les entiers. Supposons Malgré |'apparente supériorité du deuxiéme principe, on prouve
(1C1) P(0),

(IC2) Vn € N.((Vk € N.k < n — P(k)) = P(n))

Théoréme : Induction mathématique et compléte sont équivalentes.
alors Vn € N.P(n)

Peter Habermehl (U. Paris Diderot)
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Un théoréme fondamental Principe d'induction bien fondée

Théoréme : Tous les francais sont d’accord avec le Président de la
République.

Preuve : On montre, par induction sur le nombre de francais, que tout Un_ en.semblf A, un ordre strict > et une propriete P sur A
groupe de n personnes contenant le Président est d'accord avec lui. P_r|nC|pe d’induction :

Cas de base : il y a seulement le Président, trivial. Si

Cas inductif : on suppose I'enoncé vrai pour tout groupe de n personnes, et @ ‘“pour tout élément minimal y € A on a P(y)"

on le prouve pour tout groupe de n + 1.

Numérotons de 1 & n + 1 les personnes en question, de facon que le
Président soit le numéro n, et considérons le grour -~ * NS T R R L Pt

groupe B des derniéres n personnes. Aona P “sour toui x CGx)’
Les deux groupes contiennent le Président et sont \
peut donc appliquer I'hypothése d'induction et en
d’accord avec le Président (qui est dans les deux).
conclure.

Q “le fait que P(z) soit vérifiée pour tout élément z<x implique P(x)"

vrai ou faux?

/'H?a iz rovic) | ‘ | 10 féwrier 2012 a1 f 68 | ‘ Pricar [Habarmehl {U. 1” 10 février 2012 42 / 68
Ce principe est-il toujours bien défini? Exemples

Soit > un ordre strict.

Théoréme :
Si > est bien fondé, alors le principe d'induction est correct. @ Les mots : _
P(m) est la propriété :
Théoreme : concat(concat(m,vy), v2), = concat(m, concat(vy, v»))
Si le principe d'induction est correct, alors > est bien fondé. @ Les arbres binaires :

P(a) est la propriété : feuilles(a) = noeuds _internes(a) + 1
Corollaire : Le principe d'induction est correct pour les ensembles inductifs.

Corollaire : Le principe d'induction structurelle est correct.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 10 février 2012 43 / 68 Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 10 février 2012 44 / 68



Induction sur quelques ordres bien fondés Ordres lexicographiques

Soit >4, un ordre strict sur I'ensemble A;.
Ordre lexicographique sur le produit de 2 ensembles :
@ Ordre lexicographique

(Xay) > Jex (Xla.y,) ssi (X > Ay X,) ou (X =x' ety >a, y,)
@ Ordre multi-ensemble

@ Combinaisons Exemple :

(4,"abc") >jex (3,"abc") >ex (2," abede™ ) >jex (2," bede™) > jex
(2,7€") >lex (1,"€") >1ex (0,€)

10 fevier 2012 45 / 60 10 fevier 201246/ 08
Ordre lexicographique sur le produit de n ensembles Exemple : la fonction d'Ackermann

Si chaque >4, est un ordre strict sur I'ensemble A;, alors >/, est un ordre
strict qui permet de comparer deux n-uplets de la maniére suivante :

(X1, Xn) > lex(X], ...y xp) ssi 1 <j<n
(xj >p; xfand V1 <7 <j x = x;)

o _ o Montrer par induction que la fonction suivante termine.
Théoréme : Si chaque >4, est un ordre strict bien fondé sur A;, alors

I'ordre lexicographique >je sur le produit de A; x ... x A, est un ordre

: e e p — AN o Al /A Ay — n+1

1.0} = Ackermann(m,1)
L.t = Ackermann(m,Ackermann(m+1,n))

issement & > 1es

abarmahl (U, Pa

Logigue ) | ‘ | 10 féwrier 2012 ar f 68 | ‘ Pesivar




Les multi-ensembles

DéFi‘nitinn Soit_ 4 un pn:pmhlp lln _multi-ensemble de base A est une

Neotation

‘ Paiar Habarmahl (U, Paris Dig L mag;in. 10 février 2012 49 / 68

Exemple

Un homme posséde une somme d’argent en euros. Chaque jour il procéde
de la facon suivante :

@ soit il jette une piéce de monnaie dans une fontaine,

@ ou bien il change I'un de ses billets a la banque par un nombre
arbitraire de piéces de monnaie de valeur quelconque.

Montrer que ce processus termine, c'est a dire, qua feapip tapeme £
I'homme est ruiné.

Ordres multi-ensembles

Définition : M >, N ssi N s'obtient a partir de M en appliquant la
régle suivante un nombre fini de fois : enlever un élément x de M et le

remplacer par un nombre fini d’éléments plus petits que x (par rapport a
I'ordre >).

Notation : {5,3,1,1}

Exemple : {5,3,1,1} >, {4,3,3,1}.
Car {5,3,1,1} =0 {4,3,3,1,1} =0 {4,3,3,1}

Théoréme : Si >4 est un ordre strict, bien fOﬂd&SlLL.A._Q.[OIS_lme_eSt_LID;,
ordre strict bien fondé sur “les multi-en de

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) 0 / G& | Logigue 10 féwerier 2012

Le calcul propositionnel
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Laciaue Pronositionnelle

sique ‘ Peicar Habarmahl {(U. Paris Didaroi) | .

SF(A) : sous-formules d'une formule A

@ Si A est une lettre p, SF(A) = {p}.
@ Si Aest =B, SF(A) ={-B}USF(B). .
@ Si Aest B#C, SF(A) ={B#C}USF(B)!

iom ba

Cmnes
alewr ¢
Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique Lroit) |

10 février 2012
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Syntaxe de la logique propositionnelle

Soit R en ensemble dénombrable de lettres dites propositionnelles.

Définition : L'ensemble de formules de la logique propositionnelle est le
plus petit ensemble contenant R et fermé par les opérations binaires V, A,
— et I'opération unaire —.

Exemple : =(p) V(p,p) — (A(p;q), = (r))
Autre notation : -p pVp (pANg) = —r
Notation : On écrira # pour V, A ou —.

Remarque : C'est un ensemble inductif, donc on pourra appliquer le
principe d'induction.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 10 février 2012 54 / 68

Sémantique de la logique propositionnelle

Etant donnée une valeur de I'ensemble BOOL = {V,F} pour chaque lettre
prooositionnelle. on veut établir la valeur d’une formule propositionnelle A.

10 février 2072

o i e interon /2R — BOOL qui donne V ou F a chaque
sttt popoitia,
O | —ifmi=: {oncboléenne unaire FB-, : BOOL — BOOL et les

“ binaires FBy, FBn, FB_, : BOOL? — BOOL.

© gl |owde vérité de la formule A.

55 / 68 | | Paiar Habarmahl {U. Pads Mids Logique 10 février 2012 56 / 68



La fonction booléenne unaire Les fonctions booléennes binaires

FBy(V,V) = V FBA(V,V) = V
FBy(V,F) = V FBA(V,F) = F
FBy(F,V) = V FBA(F,V) = F
FB(V) = F FBy(F.F) = F FBA(F.F) = F
FB(F) = V
FBL(V,V) = V
FB_(V,F) = F
FBL(F,V) = V
FB_(F.F) = V
10 fevrier 2012 57/ 60 10 fevier 2012 50/ 60
Valeur de vérité d'une formule A par rapport a une Tables de vérité

interprétation /

A quoi ca sert ? Méthode pour raisonner sur les modéles de formules

propositionnelles.

Comment ¢ca marche ? Soit A une formule ayant comme lettres
propositionnelles I'ensemble {p;,...,p,} et dont I'ensemble de

—_— sous-formules est {A1, ..., Ax}.

@ Si A est une lettre p, [A]; = I(p).
@ Si Aest =B, [A]l; = FB-([B]))-

ol chaque colonne est étiquetée par une lettre p;
formule A;.

e de la table :

rétation [, aux lettres py, ..., p,.
(s [At]fms - - [Aclin,

Habarmahl (U, Paris Didaroi) | Logigue ‘ s | 10 février 2012 59 / 68 | | Peiar Habarmahl {U. Paris Didaroi) | 10 février 2012 60 / 68



Satisfaire et falsifier une formule

Soit / une interprétation, A une formule et A un ensemble de formules.
Définition :

| satisfait une formule A si [A]; =V

| falsifie une formule A si [A]; = F.

| satisfait un ensemble de formules A si | satisfait toute formule de A.
| falsifie i nsemble de formiles /\ ssi il existe_au moins une formule A

B 10 février 2012 61 / 68

{erprétation satisfait A. Un
e de A est valide.

ue d’'un ensemble de

1Bmatiquement p par une

i
1
i smeut valide aussi.

sgiiey U Pricar Habarmahl (U. Paris l\. 10 février 2012 63 / 68

Formules satisfaisables, contradictoires, valides

Définition : Une formule A est satisfaisable s'il existe au moins une
interprétation / qui satisfait A. Un ensemble de formules A est satisfaisable
s'il existe au moins une interprétation / telle que / satisfait A, c’est a dire
s'il existe au moins une interprétation / telle que / satisfait toutes les
formules de A en méme temps.

A

Définition : Une formule
pas satisfaisable, c'est a d
A (si toute interprétation
Un ensemble de formules
pas satisfaisable (s'il n'exi
formules de A en méme t

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) ‘

[Lovgieyunes

10 février 2012
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Comment lire une table de vérité?

@ Si la colonne étiquetée par la formule A (qui est une sous-formule de
A) ne contient que de V, alors A est valide.

@ Si la colonne de la fos
contradictoire.

@ Sinon, l'interprétatiol
A et l'interprétation «

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) |

10 féwerier 2012
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Equivalence logique

Définition : Deux formules A et B sont equivalentes, noté A = B, ssi
{A} E B et {B} E A.

Remarque : A= B ssi (A — B) A (B — A) est valide.

Lemme : (Remplacement équivalent)
Soit A, B, C trois formules et B une sous-formule de A. Si B = C alors

-~ L -

A= A" oi A’ est obtenu a partir de A en remplac i
atic

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique D | ‘ | 10 février 2012
Remarques

. — A est valide pour

Encore quelques exemples

(Associativité) (AVB)vC = Av(BVC()
(ANB)AC = AAN(BAC)
(Commutativité) AV B = BVA
ANB = BAA
(Idempotence) AV A = A
ANA = A
(Lois de De Morgan) -(AAB) = -AV-B
-(AV B) = -AA-B
(Distributivité) AV(BAC) = (AVB)A(AV )
ANBVC) = (AAB)V(AANC)
([ o de la double négn) --A = A
' A—B = -AVB
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Théoréme de compacité

o U ensernble

-
= @

mblest satisfaisable.

e 2 de formules A est satisfaisable ssi tout
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