Résolution

Méthode par réfutation :

La résolution Le séquent A [A est valide ssi A [{hA} est insatisfaisable ssi
en appliquant la méthode de résolution a A [{HhA} on obtient une

contradiction (réfutation).

Quelques équivalences logiques (rappel)

XJA = -XI-A
Résolution ~IXIA = XI-A
[xX]A = —xXI-A
— Forme prénexe
. . - [XJA = XI-A
— Skolemisation
— Forme clausale XI(A[B) = XIALIXIB
— Reégles de résolution XIAL[B) = XXIALIXIB
— Correction et complétude X1(A - B) = XIA - [XIB
<] 1A = [IXIA
<] yJA = [yIXxIA



D’autres exemples d’équivalence lorsque X I'VII (A)

1A = [xIA =A

XI(ALCB) = ALIXIB

XI(A[B) = ALIXIB

XI(A[B) = ALIXIB

XI(A[B) = ALIXIB

xXI(A-B) = A_ [XIB

xXI(A-B) = A_ [XIB

xXI(B - A = [XIB - A

xXI(B - A = [XIB - A

Exemples

(IXIp(x)) CFlx) = VI(p(y) CEIX))
(XKp(x)) COXIF(x)) = CAI(p(x) CEly))
(BXp(x)) - (Ddr(y)) = DBII(p(x) ~ r(y)
=[(BXp(x)) - (vr(y))] = XIY(p(x) - r(y))

Forme prénexe

Définition : Une formule G est dite en forme prénexe ssi elle est
de la forme Q1X;...QnXn A, ol chaque Qj est un quantificateur
[Cou [Cek A ne contient pas de quantificateur.

Théoréme : Pour toute formule G il existe une forme Gen

forme prénexe t.q G = G

Skolemisation partielle

Définition : Soit G une formule prénexe de la forme

X3 ... X} X4 10noXn2QnsiXnti A. Soit T un nouveau
symbole de fonction n-aire. La formule

X ... X4OQnioXni2QntiXnti A{Xni1 /T (XL ce
skolemisation partielle de G.

,Xn)} est la

Lemme : Soit G une formule prénexe et soit G sa skolemisation
partielle. Alors G est satisfaisable ssi G est satisfaisable.



Exemples

GUest la skolemisation partielle de G.

G G-
A1z (X, z) A (x, T(x,y))
Az 1ydowl Dws(wfx, h(z))  BAydowl owiPs(wh x, h(g(x)))
BAZIYIs(X, X, Z) [Z1y1s(a, a,z)

Exemples

GHest la Skolemisation de G.

G G-
ALz (%, 2) AL (x, T(x,y))
O ZInA0w twh's(whx, h(z))  BA0Os(i(x,y), %, h(g(x)))
BAZIyIs(x, X, Z) Lyls(a, a,b)
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Skolemisation

Définition : Soit G une formule prénexe ayant n quantificateurs
[1a Skolemisation de G est la formule obtenue par n applications

successives de la skolemisation partielle.

Théoréme : Soit GPla Skolemisation de la formule G. Alors

— Si G contient N quantificateurs [_G contient au plus n
nouveau symboles de fonction.

— G"ne contient pas de quantificateurs []

— G est satisfaisable ssi Glest satisfaisable.

10

Forme normal conjonctive

Définition :

— Un littéral est une formule de la forme r(t;,...,tn) ou
—-r(tl, A ,tn>.

— Une clause est une formule de la forme Ly 1. [T}, g =0, ou
chaque L est un littéral. La clause vide s'écrit 1

— Une formule est en forme normal conjonctive (FNC) ssi elle est
de la forme C; 1. [LCh, n =0, ot chaque C; est une clause.
La FNC vide s'écrit 1
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Exemples

[eskt une FNC. [esk une FNC.
=p(h
=p(h

X)) est une FNC.

x)) Cply) est une FNC.,
(=p(h [Cply)) [Cp{z) est une FNC.
(=p(h Cply)) C(p(z) C=p(h(x))) est une FNC.

=(p(X) [=p(z)) n'est pas une FNC.

(
(
(%))
(%))

x)

p(x) C(Fp(z) - p(h(z))) n'est pas une FNC.
p(x) C(Fp(z) Cpdh(z))) n'est pas une FNC.
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Unicité

La FNC d'une formule n’est pas unique.

Exemple :
p[=p=p CAI=p= [
Donc,

p [=p, p CplC=p et [Csdnt trois FNC de la formule p C=b.

Existence de la FNC

Théoréme : Pour toute formule A, il existe une formule AZen
FNC telle que AP= A.

Preuve : Utiliser les équivalences suivantes :

A-B = -A

-=A = A

-(A [BI) = -A

(A [B) = -A

A LB LC) = (ALB) LA Q)
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Vers la mise sous forme clausale

Lemme : Soit A = {Aq,...,An} un ensemble de formules



Mise sous forme clausale

Théoréme : Pour toute formule G il existe un ensemble de

clauses Cg t.q
- V|(C1) ﬂVl(Cg) =L Cy,Cy [(CE et Cy B Cy
— G est satisfaisable ssi Cg est satisfaisable.

Preuve :

1.

Utiliser I'équivalence A - B = -A pour éliminer les
implications de G. On obtient une formule G; = G.

Calculer Gy la forme prénexe de G1. On a Gy = G;.

Calculer G3 = X ... X} A (m = 0) la Skolemisation de
Go.
On a Gg satis. ssi Gy satis.
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Exemple

G =

ok~ W hp o

~[[Q(a) LXIQ(x) ~ Q(F(x)))] - ZR(F(F(2)))]

G1 = —[-[Q(a) CIKI(-Q(x) CQIF(x))))] CIQ(F(F(2)))).
G = [ZIH[-[Q(a) CEHQ(X) CQF(X)))] CQUF(F(2))]
G3 = Gs.

G, = MXQ(a) CIHQ(X) CAF(x)))] C=R(F(F(2))]
Ce = {Q(a), ~Q(x) CQUF(x)), ~Q(F (F(2))}-
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4.

5.

Calculer la forme normal conjonctive de A. On obtient
Gi=01X ...xXh (C; 1. [CK) (m=0,n=0).On a
Gy = Gg.

Donner comme résultat Cg = {C{....,C5} qui est un
renommage de {Cy,...,Cn} afin d’eviter les variables

communes. On a G est satisfaisable ssi Cg est satisfaisable.
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Exemple

G = (Iyir(x,y) [TEh(z,2)) LFXp(x)).

o kR W=

G =G.

Gy = IX¥AZA(r(x,y) [z, z)) CEp(X)).
Gs = [ZI(r(x,b) [qlz,z)) C{Fp(a)).

Gy =Gs.

Ce = {r(x,b) [glz,z)),-p(a)}.
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Résolution

Axiomes : aucun

Régles d’inférence :

D|__I"_\(131,...,Sn) C(t1,...,tn)
o(D Q)

(coupure)

ol 0 est l'unificateur principal du probléme {s; = ti,...,Sn = th}
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Rappel : Le cas particulier de la régle coupure lorsque

r(si,...,Sn) et r(ty,...,tn) sont unifiables :
r(si,...,Sn) ar(ty, ..., ty)
—1

Notation : Comme dans le cas propositionnel, on écrit A [r]A si
A est dérivée a partir de I'ensemble A par résolution et A [r1Lsil

[esk dérivée a partir de I'ensemble A par résolution.
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D LI o
——— (factorisation)
o(D D)
ol
- L=r(sq,...,5n) (resp. L==r(sy,...,5n)) et
L= r(ty,...,tn) (resp. LP==r(ty, ..., tn))
— 0 est 'unificateur principal du probléeme {s; =1t;,...,5n =t}
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Notion de réfutation
Un ensemble de formules est réfutable ssi en lui appliquant la
méthode de résolution on obtient [
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Exemple 1

Montrer que I'ensemble suivant est contradictoire. ) ) ) )
Puis on donne une réfutation de I'ensemble C

H; @ XJ t(Xo)

Hy @ X4 (d(x2) —» BAr(xi, X2))

Hs : XJIX] =(t(X3) - =0(X4)) —» = (X3, X4)
Hy: =3 (=d(x5) [=h(X5))

D’abord, on donne un ensemble de clauses C équivalent a
{H1,Hz, H3, Ha}.

C = {t(a), ~d(x2) [r(ky, X2), ~t(x3) [=0(x4) [=H(X3, X4), d(b), g(b)}
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Exemple 11

Montrer que la formule J4 est conséquence logique de la formule
C = {t(a), =d(x2) LKy, X2), ~t(X3) (=0 (X4) (=8(X3, X4), d(b), a(b)}

NI ENERENEY

Ji o X4 t(Xo) On donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de

Jo 0 X3 (d(x2) - BAr(xi,X2)) résolution.

Js 0 I =(t(X3) - =q(Xq)) - =r(X3, Xq) —t(xs) [3h(Xs) [ (X3, Xs)  t(a)

Jy X3 (=d(X5) C=b(Xs5)) —q(x4) [=F(a, X4) q(b)
D’abord on utilise le fait que J; [LJ3 [LJ3 |= Jg ssi =d(Xz2) Crldxg, X2) -r(a,b)

J; 13 L3, =34 est réfutable. Ceci car les formules n'ont pas de d(b) ~d(b)

variables libres.
1

On donne donc un ensemble de clauses C équivalent a

{3 33 33, 34}
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Exemple III

Montrer que la formule J : IXp(X) [CI¥Hp(y) est valide.
D’abord on utilise le fait que J est valide ssi =J est réfutable.

On donne donc un ensemble de clauses C équivalent a {=J}.

C ={-p(a),p(y)}

On donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de

résolution.
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Vers la complétude de la résolution

Soit ¥ une signature contenant au moins une constante.

Définition :
— L'univers d'Herbrand de X est I'ensemble des termes clos sur X.
— La base d'Herbrand est I'ensemble d’atomes clos sur .
— Une interprétation de Herbrand de ¥ est une interprétation t.q.
— Son domaine est |'univers d'Herbrand
— Pour chaque T [k d’arité n,
F(F)(ty,...,th) =F(t1,...,th)
— Pour chaque p 3% d'arité n, on se donne un sous-ensemble
Sp de la base de Herbrand t.q. 1(p)(ti,...,th) =V ssi

p(tl, . ,tn) ES!)
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Propriétés de la résolution

Théoréme : La résolution est correcte, i.e., si A [gIA, alors le
séquent A [CA est valide et si A [R1[,alors A est insatisfaisable.

Théoréme : La résolution est compléte, i.e., si le séquent A [CA
est valide, alors A [gJA et si A est insatisfaisable, alors A [g1[1
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Lemmes pour le Théoréme de Herbrand

Lemme : Soit t un terme dont les variables libres appartiennent a
{X1,...,Xn}. Soit I une interprétation ayant D comme domaine
et 0 une valuation dans le domaine D. Soit la substitution

T ={Xi/ty, ..., Xn/ty} et soient d; ...dn t.q. [ti]1 o = di. Alors
[t]l,o[xlz:dl]...[xn::dn] = [t(®)]1 0.

Lemme : Soit G une formule dont les variables libres
appartiennent a {Xi,...,Xn}. Soit I une interprétation ayant D
comme domaine et G une valuation dans le domaine D. Soit la
substitution T = {X1/ty,...,Xn/th} et soient d; ...dn t.q.
[ti]1 o = di. Alors [G]§ g[x;:=dy]...[xn:=dn] = [T(G)]1,0-
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Exercice : Soit G = r(Xy, X2) et T = {X1/a, X2/s(a)}. Soit
I(r)(nnm)=Vsin<m,l(a)=0et 1(s)(n) =n+ 1. Vérifier
le résultat précédent.
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Iq(p)(t1,...,th) = V ssi | est un modéle de la formule p(ty, ..., tn)

Soit une clause quelconque E = X3 ... IX4(A; . CAK) ou
chaque Aj est un littéral. On veut montrer que Iy est un modéle
de E.

Par hypothése [E]; ¢ = V pour tout 0

ssi

(1) [(Ar 1. IIl()]I,cr[xlzzal]...[xn::an] =V pour tout
0, 3.1, s ,an

Soient ty, ..., ty une suite de termes clos. (cette suite existe car
I'univers de Herbrand n’est pas vide). Soient dj = [ti]1 ¢

(1) implique

Théoréme de Herbrand

Théoréme : Un ensemble de clauses C admet un modéle ssi il

existe une interprétation Iy de Herbrand t.q. 14 est un modéle de
C.

Preuve : Si il existe une interprétation de Herbrand qui est un

modéle de C, alors C admet un modéle.

Soit C un ensemble de clauses qui admet un modéle. Alors il existe
une interprétation | qui est un modeéle de C. On va montrer qu’il

existe une interprétation 4 de Herbrand qui est un modéle de C.

En effet, pour chaque symbole de prédicat p, on construit 1 (p)
comme suit :
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(2) [(Ar Lol CAK) ] oxy:=di]...[xn:=dn] = V pour tout 0
implique

[Ai]1 6[x1:=d1]...[xn:=dn] = V pour tout 0

ssi (lemme avec T = {X1/t1,...,Xn/tn})

(3) [T(Ai)]1,6 =V pour tout 0

ssi

I est un modéle de T(A))

ssi (def. Herbrand)

Iy est un modéle de T(A;)

ssi

[T(Ai)]14,04 = V pour tout Oy
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implique

[T(A; CI. CAW)]1y.04 = V pour tout Oy
ssi (lemme, ou [ti]1,,0,4 = ti)

[Ar COL CAK 04X :=t] ... [Xn :=ty] =V pour tout Oy
ssi (les tj sont arbitraires)

g ... XH(A; CO CAY)]y, 04 =V pour tout Oy

ssi

[Eliy .04 =V pour tout Oy

ssi Iy est un modéle de E
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Nceeud d’échec pour un ensemble de clauses

Définition : Soit A un arbre sémantique complet et soit C un
ensemble de clauses. Un nceud n de A est dit nceud d’échec pour
C ssi le segment de la branche qui va de la racine de A jusqu'a n
suffit a falsifier au moins une instance close d’une clause de C et si

aucun prédécesseur de N n’est un nceud d'échec de A.

Exercice : Identifier dans les arbres A; et Ay au moins un nceud
d’échec pour I'ensemble de clauses {—r(x) [qilx),q(a), r(a)}.

Exercice : Si [LTIC] qu’est-ce qu'on peut dire par rapport aux

nceuds d'échec pour C7?
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Arbres sémantiques complets

Définition : Soit By, B1, B, ... une énumération de tous les
atomes clos d’une signature 3. L'arbre sémantique complet associé
a cette énumération est un arbre (binaire et équilibré) t.q.

— la racine est By

— chaque nceud Bj posséde un arc gauche V et un arc droit F

— tous les successeurs de Bj sont étiquetés par Bj

Exercice :
1. Construir un arbre sémantique complet A; pour I'énumération
finie q(a),q(b), r(a), r(b).
2. Construir un arbre sémantique complet Ay pour I’énumération

infinie g(a),q(b), q(s(a)), a(s(b)), a(s(s(a))), a(s(s(b))). - - -
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Arbres sémantiques partiels

Définition : Soit A un arbre sémantique complet et soit C un
ensemble de clauses. Un arbre sémantique partielle associé a C est
un arbre obtenu a partir de A en éliminant les sous-arbres issus des

noeuds d'échec.

Définition : Un arbre sémantique partielle A est clos s'il est fini

et si toute feuille de A est un noeud d’échec.

Exercice : Construire un arbre sémantique partielle clos associé a

C = {=r(x) [qls(x)), r(a), ~q(s(a))}-
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Corollaire du théoréme de Herbrand

Théoréme : Soit C un ensemble de clauses. Aucune
interprétation de Herbrand ne satisfait C ssi il existe un arbre

sémantique partielle associé a C qui est clos.

Corollaire : Un ensemble de clauses C est insatisfaisable ssi il

existe un arbre sémantique partielle associé a C qui est clos.
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Complétude de la résolution

Lemme : Soient C; et Cy deux clauses. Soient Clmet CQDdeux
instances de C; et Cy respectivement. Soit CE,S la clause obtenue
par appliquation d'un pas de résolution (coupure ou factorisation)
a Cet C Alors il existe une clause Cres t.q.

- CrDeS est une instance de Cyeg

Cres est obtenue par résolution a partir de C; et Co.

Théoréme : La résolution est compléte, i.e., si A [Q est valide,
alors A [RIG et si A est insatisfaisable, alors A [g1[1
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