Résolution

Méthode par réfutation :

La résolution pour le calcul des prédicats

(réfutation).

On suppose que A est close (pas de variables libres).

Dans ce cas, avoir un modéle et étre satisfaisable est la méme notion.
A est valide ssi —A est insatisfaisable (n'a pas de modéle) ssi

en appliquant la méthode de résolution 3 —=A on obtient une contradiction
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Résolution Quelques équivalences logiques (rappel)
vXx. A = —3X. A
@ Forme prénexe —vX. A = 3IX.-A
@ Skolemisation . A = VXA
. | | -3 A = VX.-A
¢ rorme clausale VX.(AAB) = VX.AAVX.B
o Régles de résolution Ix.(AVB) = 3x.AVX.B
o Correction et complétude X.(A—=B) = ¥x.A—3Ix.B
vX. Vy. A = W.W. A
dx. dy. A = Jdy. X. A
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D'autres exemples d'équivalence lorsque x € VI(A)

vx. A = . A =A
vx.(AANB) = AAWX.B
Ix.(AAB) = AAIx.B
vx.(AvB) = Avv¥x.B
Ix.(AvB) = Av3ix.B
X.(A—-B) = A—3x.B
vx.(A—B) = A—>W¥.B
X.(B—-A) = ¥.B—-A
vx.(B—A) = Ix.B A
Blaviil 20107 51/

Exemples

(7 p()) AT (x)

(" p()) A (VX 1 (X))
(" p()) A (VX 1 (X))
(" p()) V (VX 1(x))

(" p(x)) = Gy r(y))

—[(vx p(x)) = Gy r(y))]

vy (p(y) AT (x))

7x (p(x) AT (x))

x 9y (p(x) AT (y))
x vy (p(x) Vr(y))
W3y (pC) = r(y))
x vy =(p(x) = r(y))
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Forme prénexe

Définition : Une formule G est dite en forme prénexe ssi elle est de la

forme Q1X1...QnX, A, ol chaque Q; est un quantificateur ¥V ou 3 et A ne

contient pas de quantificateur.

Théoréme : Pour toute formule G il existe une formule G’ en forme
prénexe t.q G = G’.
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Skolemisation partielle

Définition : Soit G une formule prénexe de la forme
X1+ VX Xt 1Qn2Xni2Qni iXnt i AL Soit T un nouveau symbole de
fonction n-aire. La formule

VX1 .o X0 Qi 2Xns2Q s iXnti {Xnt1 = F (X1, ..., Xn) }(A) est la
skolemisation partielle de G.

6/1

Lemme : Soit G une formule prénexe et soit G’ sa skolemisation partielle.

Alors G est a un modéle ssi G’ a un modéle.
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Exemples

G’ est la skolemisation partielle de G.

G G’
VX Wy dz r(x,z) VX Yy r(x,f(x,y))
Vx 9z Yy 3w 3w’ s(w’,x,h(z)) Vvx Yy 3w 3w’ s(w’,x,h(g(x)))
Ix Jz Wy s(x,x,z) Jz ¥y s(a,a,2)
6 avril 2011
Exemples

G’ est la Skolemisation de G.

G G’

VX Wy Jz r(x,z) VX Yy r(x,f(x,y))
Yx Jz Yy Jw 3w’ s(w’,x,h(z)) Vx Wy s(i(x,y),x,h(g(x)))

Ix Jz Wy s(x,x,z) vy s(a,a,b)
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Skolemisation

Définition : Soit G une formule prénexe ayant n quantificateurs 3. La
Skolemisation de G est la formule obtenue par n applications successives de
la skolemisation partielle.

Théoréme : Soit G’ la Skolemisation de la formule G. Alors

o Si G contient n quantificateurs 3, G’ contient au plus N nouveau
symboles de fonction.

o G’ ne contient pas de quantificateurs 3.

@ G a un modéle ssi G’ a un modéle.
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Forme normal conjonctive

Définition :
@ Un littéral est une formule de la forme r(ty,...,t,) ou =r(ty,...,t,).

@ Une clause est une formule de la forme Ly V...V Lg, g >0, ou
chaque L; est un littéral. La clause vide s’écrit L.

@ Une formule est en forme normal conjonctive (FNC) ssi elle est de la
forme C1 A...AC,, n >0, ol chaque C; est une clause. La FNC vide

LA -
s'écrit T.
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Exemples

T est une FNC. L est une FNC.

—p(h(x)) est une FNC.

=p(h(x)) Vv p(y) est une FNC.

(—=p(h(x)) vV p(y)) A p(z) est une FNC.

(=p(h()) vV p(y)) A (p(z) vV =p(h(x))) est une FNC.
=(p(x) V =p(z)) n'est pas une FNC.

p(x) A (=p(z) — p(h(z2))) n’est pas une FNC.

p(x) Vv (=p(z) A p(h(2))) n'est pas une FNC.
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Unicité

La FNC d’une formule n'est pas unique.

Exemple:

pvV-p=pVvpVvV-p=T.

Donc,

pPV-p,pVpV-petT sont trois FNC de la formule p vV —p.
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Existence de la FNC

Théoréme : Pour toute formule A, il existe une formule A’ en FNC telle
que A’ = A.

Preuve : Comme dans le cas propositionnel : utiliser les équivalences
suivantes:

A—B = -AVB
——-A = A
-(AAB) = -AV-B
-(AV B) = -AA-B
Av(BAC) = (AVB)A(AVC)
Gavril 2011 14/1

Vers la mise sous forme clausale

Lemme : Soit = {A1,...,As} un ensemble de formules sans
quantificateurs. Soit FNCa = {E1,...,E,} un ensemble de formules ou
chaque E; est une FNC de A;. Soit Ca I'ensemble de clauses de FNCx
construit comme

Ulgign{Dflﬂ cey ka | E; € FNCp et E; = Dip Ao ka}'

Alors I'ensemble de formules  a un modéle ssi I'ensemble de clauses Ca a
un modeéle.
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Mise sous forme clausale Exemple

Théoréeme : Pour toute formule G il existe un ensemble de clauses C¢ t.q
o VI(C1)NVI(Cy) =0si C,CreCc et Ct #Cy
@ G a un modéle ssi Cg a un modéle.
= -[[Q(a) A (vx Q(x) = Q(fF (x)))] — 3z Q(f (f (2)))]
@ Utiliser I'équivalence A — B AV B pour éliminer les implications © G =@ A ¥k (FQ() v QUG v 32 QE (T @))]
1 ulv. = T u mi I I | _
de G. On obtient une formule G; = G. AG : vz v SRE) A (FRE) v QEFCONTV QT (F(2))].
@ Calculer Gy, la forme prénexe de G;. On a G, = G. © G5 =Go.
@ Calculer G3 =Xy ...¥X, A (M > 0), la Skolemisation de G,. 0 G4 =Vvz x [[Q(@) A (=Q() vV Q(F CONI A -Q(F (F(2)))]-
On a que Gz a un modéle ssi G a un modéle © Cc ={Q(a),~Q(x) v Q(f (x)),Q(f (f(2))}.
@ Calculer la forme normal conjonctive de A. On obtient
o

Preuve :

GCs=WVX1 ... ¥Xm (C1A...AC)) (m >0,n 20) On a G4 = Gs.
Donner comme résultat C¢ = {C{,...,C}} qui est un renommage de
{C1,...,C,} afin d'eviter les variables communes. On a que G a un
modéle ssi C¢ a un modéle.
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Exemple Résolution

G = @y r(x.y) VVz 9z, 2)) A (=¥x p(x)). Asiomes - aucun
@ G =0G. Régles d'inférence :
Q@ Gy =3x" 3y vz (r(x,y) v a(z,2)) A (=p(x)).

@ Gs =z (r(x,b) v q(z,2)) A (=p(a)). DvrGu,...o8n)  CVArlty,..t) o0 ire)
O G, =Gs. o(D Vv C)
Q Cc = {r(x,b) vq(z,z)), -p(a)}. ol o est |'unificateur principal du probléme {s; =t3,...,s, =t,}
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Rappel : Le cas particulier de la régle coupure lorsque r(sy,

...,Sp) et
DVLYVL r(ty,...,t,) sont unifiables :
————— (factorisation)
o(D VL) r(Sy,...,5n) Sr(ty, ..., t)
1
ou

o L=r(s1,...,Sn) (resp. L=-r(51,...,Sp)) et L' =r(tg,...,tp)
(resp. L' = —r(ty,...,t,))

- . . . . Notation : Comme dans le cas propositionnel, on écrit Fr A si A est
@ o est |'unificateur principal du probleme {s; =1t;,...,s, =1t,}

dérivée a partir de I'ensemble  par résolution et  Fg L si L est dérivée
a partir de I'ensemble  par résolution.
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Notion de réfutation Exemple |

Montrer que I'ensemble suivant est contradictoire.
Hi: dxo t(Xo)
Ho: VXo (d (Xz) — VXll‘(Xl,Xg))

Ha: ¥X3VXg4 =(t(X3) — —q(Xa)) — —r (X3, Xs)
Ha: =Vxs (=d(xs) V ~q(xs))

D'abord, on donne un ensemble de clauses C équivalent a {H1, Hz, Hz, Ha}.
Un ensemble de formules est réfutable ssi en lui appliquant la méthode de
résolution on obtient L.

C = {t(a), ~d (x2) V r(x1,x2), ~t(x3) V —q(xs) V —r(x3, x4),d (b), q(b)}

Puis on donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de résolution.

t(X3) V 10(Xa) V or (X3, Xa)  t(a)

—q(X4) V 2r(a, Xa) q(b)
=d(X2) V r(Xg, X2) -r(a,b)

d(b) —d(b)
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Exemple I

Montrer que la formule J4 est conséquence logique de la formule
J1 A Jo A Jds.

Ji: E|Xo t(Xo)

Jo: WXo (d(X2) — VX1r (X1, X2))

J3: VX3VXs —(t(X3s) — —q(Xa)) — —r(X3, Xa)
Ja: s (=d(xs) V —a(Xs))

D'abord on utilise le fait que J1 A Jx AJ3 = J4 ssi J1 A Jz A Jz, —Ja est
réfutable. Ceci car les formules n'ont pas de variables libres.
On donne donc un ensemble de clauses C équivalent a {J1 A J2 A J3, —Ja}.

C = {t(a), ~d (x2) V r(x1,x2), ~t(x3) V —q(xs) V —r(x3, x4),d (b), q(b)}

On donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de résolution.
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Exemple Il

Montrer que la formule J : ¥x p(x) V Jy—p(y) est valide.
D’abord on utilise le fait que J est valide ssi —J est réfutable.
On donne donc un ensemble de clauses C équivalent a {—=J}.

C ={-p@),p(y)}

On donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de résolution.

-p@  py)
1
savilzou 2771

Exempe |l
—t(x3) V 2q(xsa) V —r(xs, xa)  t(a)
=0 (Xa) V —r (@, Xa) a(b)
—d(x2) V 1 (X1, %2) —r(a,b)
d(b) —d(b)
1
Gavilzoi 2671

Propriétés de la résolution

Théoréme : La résolution est correcte, i.e., si  Fgr A, alors le séquent
A est valideetsi Fg L, alors n'a pas de modéle.

Théoréme : La résolution est compléte pour la réfutation, i.e.,, si  n'a
pas de modéle, alors kg L.
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Vers la complétude de la résolution

Soit  une signature contenant au moins une constante.
Définition :
@ L'univers d'Herbrand de  est I'ensemble des termes clos sur
@ La base d'Herbrand est |I'ensemble d'atomes clos sur

@ Une interprétation de Herbrand de  est une interprétation t.q.

1 Son domaine est |'univers d'Herbrand

1 Pour chaque f € g d'arité n, Z(f)(ty,...,t,) =F(ts,...,t,)

1 Pour chaque p € p d'arité n, on se donne un sous-ensemble S, de la
base de Herbrand t.q. Z(p)(ts,...,t,) =V ssi p(ty,...,t,) € Sp.
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Théoréme de Herbrand

Théoréme : Un ensemble de clauses C admet un modéle ssi il existe une
interprétation Zy de Herbrand t.q. Zy est un modéle de C.

Preuve : Si il existe une interprétation de Herbrand qui est un modéle de
C, alors C admet un modéle.

Soit C un ensemble de clauses qui admet un modéle. Alors il existe une
interprétation Z qui est un modéle de C. On va montrer qu'il existe une
interprétation Zy; de Herbrand qui est un modéle de C.

En effet, pour chaque symbole de prédicat p, on construit Zy(p) comme
suit :

Zr(p)(t1,...,t,) =V ssi Z est un modéle de la formule p(ty,...,t,)
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Lemmes pour le Théoréme de Herbrand

Lemme : Soit t un terme dont les variables libres appartiennent a

{X1,...,Xp}. Soit Z une interprétation ayant D comme domaine et o une
valuation dans le domaine D. Soit la substitution
T={Xg < t1,...,X, < t,} et soient dy ...d, t.q. [ti]z, = d;. Alors

[t]I,a[Xl::dl]...[x,,::dn] = [T(t)]I,G :

Lemme : Soit G une formule dont les variables libres appartiennent a

{X1,...,Xp}. Soit Z une interprétation ayant D comme domaine et o une
valuation dans le domaine D. Soit la substitution
T={Xg < t1,...,X, < tp} et soient dy ...d, t.q. [ti]z, = d;. Alors

[G]I,o‘[xl::dl]...[x,,::d,,] = [T(G )]I,o‘-

Exercice : Soit G =r(X1,X2) et 7 = {X1 « a,X2 « s(a)}. Soit
Z(r)(n,m)=Vssin<m,Z(@) =0et Z(s)(nN) = n+ 1. Vérifier le
résultat précédent.
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Preuve du théoréme de Herbrand

Zr(p)(t1,...,t,) =V ssi Z est un modéle de la formule p(ty,...,t,)

Soit une clause quelconque E = VX1 ...VX,(A1 V...V Ay) ol chaque A;
est un littéral. On veut montrer que Zy est un modéle de E.
Par hypothése [E]z » = V pour tout o

ssi

(D) [(ArvV...V Ak)]I,a[xl:zal]...[Xn::a,,] =V pour tout 7,a1,...,a,
Soient t1, ..., t, une suite de termes clos. (cette suite existe car |'univers
de Herbrand n'est pas vide). Soient d; = [t;]z »

(1) implique

(2) [(Ar V...V Ak)]I,U[Xl::dl],,‘[X,,;:dn] =V pour tout o
implique

[AI]I,U[Xl::d]_]...[XnZ:d,,] =V pour tout o

ssi (lemme avec 7 = {X1 ¢ t1,...,X, < t,})

(3) [T(A)]z,» =V pour tout o
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Preuve du théoréme de Herbrand

(3) [7(A)]lz,- = V pour tout &

ssi

7 est un modele de 7(A))

ssi (def. Herbrand)

Ty est un modele de 7(A))

ssi

[7(AD]z,,0,, = V pour tout oy

implique

[T(A1V ...V Az, 0, =V pour tout oy

ssi (lemme, ot [tilz,, oy = ti)

[ArVv...V Ak]IH,JH[Xl =11]...[X, :=t,] =V pour tout oy
ssi (les t; sont arbitraires)

[VX1 ... VX,(A1 V...V Ak)]IH7UH =V pour tout oy
ssi

[Elz,.0 =V pour tout oy

ssi Zy est un modéle de E
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Noeud d'échec pour un ensemble de clauses

Définition : Soit A un arbre sémantique complet et soit C un ensemble de
clauses. Un noceud n de A est dit noeud d'échec pour C ssi le segment de la
branche qui va de la racine de A jusqu’a n suffit a falsifier au moins une
instance close d'une clause de C et si aucun prédécesseur de n n'est un
nceud d’échec de A.

Exercice : ldentifier dans les arbres A; et Ao au moins un noeud d’échec
pour |'ensemble de clauses {—r(x) v q(x),q(a),r(a)}.

Exercice : Si L € C, qu'est-ce qu'on peut dire par rapport aux nceuds
d'échec pour C?
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Arbres sémantiques complets

Définition : Soit Bg, B1, B>, ... une énumération de tous les atomes clos
d'une signature . L'arbre sémantique complet associé a cette énumération
est un arbre (binaire et équilibré) t.qg.

@ la racine est By
@ chaque nceud B; posséde un arc gauche V et un arc droit F

@ tous les successeurs de B; sont étiquetés par Bj;1

Exercice :
@ Construire un arbre sémantique complet A; pour I'énumération finie
q(a), a(b),r(a),r(b).
@ Construire un arbre sémantique complet Ay pour I'énumération infinie

q(a),q(b),q(s(@)),q(s(b)), a(s(s(a))),a(s(s(b))), - - ..
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Arbres sémantiques partiels

Définition : Soit A un arbre sémantique complet et soit C un ensemble de
clauses. Un arbre sémantique partiel associé a C est un arbre obtenu a
partir de A en éliminant les sous-arbres issus des noeuds d'échec.

Définition : Un arbre sémantique partiel A est clos s'il est fini et si toute
feuille de A est un nceud d'échec.

Exercice : Construire un arbre sémantique partiel clos associé a

C={-r()va@)),r(@),-a((@)}
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Corollaire du théoréme de Herbrand

Théoréme : Soit C un ensemble de clauses. Aucune interprétation de
Herbrand ne satisfait C ssi il existe un arbre sémantique partiel associé a C
qui est clos.

Corollaire : Un ensemble de clauses C n'a pas de modéle ssi il existe un
arbre sémantique partiel associé a C qui est clos.
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Complétude de la résolution

Lemme : Soient C; et C, deux clauses. Soient C; et C; deux instances de
C; et C; respectivement. Soit C/., la clause obtenue par appliquation d'un
pas de résolution (coupure ou factorisation) a C; et C;. Alors il existe une
clause Ces t.q.

, .
o C/.. est une instance de Ces

@ C,es est obtenue par résolution a partir de C; et C,.

Théoréme : La résolution est compléte pour la réfutation, i.e.,, si  n'a
pas de modéle, alors kg L.
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