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Plan du cours

0/ Probabilités, statistiques comme outils informatiques.
1/ Rappels de probabilités.

2/ Génération aléatoire (principes et méthodes).

3/ Rappels et éléments de statistiques (si nécessaire).
4/ Evaluation de performances.

5/ Modéles mathématiques et analyse.

6/ Simulation.

7/ Méthodologie de 'évaluation de performances
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Probabilités, statistiques et informatique
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Un premier exemple issu de la théorie des graphes

Un graphe G est donné par un couple (V, E)ouV ={1,2,--- /n} est
'ensemble des sommets et E est 'ensemble des arétes reliant
chacune une paire de sommets (on parle alors de sommets
adjacents).

Une coloration propre d’'un graphe est donnée par I'affectation de
couleurs aux sommets de ce graphe de telle sorte qu’aucune paire de
sommets adjacents n’aient la méme couleur. Le nombre chromatique
d’un graphe G est le plus petit nombre de couleurs nécessaire pour
avoir une coloration propre. Ce nombre est noté x(G)

La circonférence d’un graphe G, notée g(G), est la longueur du plus
petit cycle de G.
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Un premier exemple issu de la théorie des graphes

On se pose alors la question, existe-t-il des graphes de circonférence
et de nombre chromatique arbitrairement grands? A vue d’oeil, la
réponse serait non!
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Un premier exemple issu de la théorie des graphes

On se pose alors la question, existe-t-il des graphes de circonférence
et de nombre chromatique arbitrairement grands? A vue d’oeil, la
réponse serait non!

Et pourtant, ...

Théoréme. [ERDOS 1959]
Pour tout g,k > 0 il existe un graphe G tel que x(G) > k et g(G) > g.
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Preuve du théoréme d’Erdos (1/3)

Lidée principale est issue de la méthode dite probabiliste.
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Preuve du théoréme d’Erdos (1/3)

Lidée principale est issue de la méthode dite probabiliste.

On consiére un graphe aléatoire avec n sommets {Xy, X2, -+ ,Xn} OU
chacune des () arétes est présente avec une probabilité p. Ce
graphe est noté G(n, p). Si un graphe a un nombre chromatique égal a
k alors il existe au moins un ensemble de taille ; sans aréte
(ensemble indépendant).
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Preuve du théoréme d’Erdos (1/3)

Lidée principale est issue de la méthode dite probabiliste.

On consiére un graphe aléatoire avec n sommets {Xy, X2, -+ ,Xn} OU
chacune des () arétes est présente avec une probabilité p. Ce
graphe est noté G(n, p). Si un graphe a un nombre chromatique égal a
k alors il existe au moins un ensemble de taille ; sans aréte
(ensemble indépendant).

Pour montrer que x(G) > k il suffirait alors de prouver qu’avec une
probabilité suffisament grande, la taille de tout ensemble indépendant
estau plus §.
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Preuve du théoréme d’Erdos (1/3)

Lidée principale est issue de la méthode dite probabiliste.

On consiére un graphe aléatoire avec n sommets {Xy, X2, -+ ,Xn} OU
chacune des () arétes est présente avec une probabilité p. Ce
graphe est noté G(n, p). Si un graphe a un nombre chromatique égal a
k alors il existe au moins un ensemble de taille ; sans aréte
(ensemble indépendant).

Pour montrer que x(G) > k il suffirait alors de prouver qu’avec une
probabilité suffisament grande, la taille de tout ensemble indépendant
estau plus §.

On majore la probabilité suivante

P |G(n,p) ait un ens. ind. de taille i] < 2 a- p)(n/22k)
2k oK

en choisissant p = nﬂ,s pour € > 0. On trouve alors que la probabilité

est au plus e"'092-P*/8k (tendant vers 0 quand n est grand).
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Preuve du théoréeme d’Erdos (2/3)

Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de cycles de longueur
au plus g. Par linéarité, nous avons

B =3 (T) 0

i=1

On montre alors que (0 < e < 1/9)
E(X) < g(np)? = gn*9.

Donc, pour n suffisament grand, on a E(X) < 1/4. En utilisant
'inégalité de Markov on a alors

P(X >n/2) <P(X > 2E(X)) < 1/2.

Ainsi, en choisissant n grand, p = nﬂ,s 0 < e < 1/g, la probabilité que

G(n,p) ait un ens. ind. de taille n/2k OU un nombre de cycles (plus
grand que n/2) de taille au plus g est strictement plus petit que 1.
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Preuve du théoréme d’Erdos (3/3)

On finit en construisant un graphe G’ en enlevant un sommet de
chaque petit cycle de G.
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Preuve du théoréme d’Erdos (3/3)

On finit en construisant un graphe G’ en enlevant un sommet de
chaque petit cycle de G.

@ Le nombre de sommets de G’ est au moins 3.

REVEINERERERYET)Y Analyse de performance & Simulations Janvier, 2012



Preuve du théoréme d’Erdos (3/3)

On finit en construisant un graphe G’ en enlevant un sommet de
chaque petit cycle de G.

@ Le nombre de sommets de G’ est au moins 3.

@ Lataille de I'ens. ind. de taille maximum n’est pas plus grand que

X

REVEINERERERYET)Y Analyse de performance & Simulations Janvier, 2012 8/9



Preuve du théoréme d’Erdos (3/3)

On finit en construisant un graphe G’ en enlevant un sommet de
chaque petit cycle de G.

@ Le nombre de sommets de G’ est au moins 3.

@ Lataille de I'ens. ind. de taille maximum n’est pas plus grand que

X

@ |l n’y a plus de cycles de taille plus petite que g.
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A quoi on veut arriver?

Exemples de générations aléatoires (cf. )

<3 Applications Places system @@ M= G & ol vl $ Tue Mar15, 5:37 AM NI DS © viad
Xpaf: example-pivoteau.par %

Partition plane Composition cireulaire Graphe fonctionnel

adre-nou praliaire Aleool acyclique Circuit série-parallele
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Modalités de controle de connaissances

@ Un projet a rendre par e-mail avec soutenance (vers fin Mai
2012).

@ Un examen (vers mi-Mai 2012).

@ Des notes éventuelles de participation aux TDs et aux cours.
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