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Diviser encore pour régner toujours

1 Master Theorem again

R�esoudre si possible :

{ T (n) = 3T (n=3) + n=2

{ T (n) = 5T (n=8)− 3 log n

{ T (n) = 3T (n=2) + n

{ T (n) = 2T (n=2) + n= log n

{ T (n) = 16T (n=4) + n!

2 La bâti�ere

On consid�ere un tableau �a deux dimensions de valeurs enti�eres positives telles que les valeurs d’une même
ligne et celles d’une même colonne sont ordonn�ees, non strictement. Un tel tableau est appel�e bâtière.
Exemple : le tableau ci-dessous est une bâti�ere �a 4 lignes et 5 colonnes.

2 14 25 30 69
3 15 28 30 81
7 15 32 43 100
20 28 36 58 101

On �etudie la recherche d’une valeur v �x�ee dans une bâti�ere B. Pour simpli�er, on supposera que

la bâti�ere est un carr�e de côt�e n = 2k. On distingue les deux valeurs : x = B[n2 ;
n
2 ], y = B[n2 + 1; n2 + 1]

Question 1 : Montrer que si la valeur recherch�ee v est telle que : v > x, on peut �eliminer une partie (�a
pr�eciser) de la bâti�ere pour poursuivre la recherche. Pr�eciser ce qu’il est possible de faire quand v < y.

Question 2 : En d�eduire un mod�ele de r�esolution de type \diviser pour r�egner"

Question 3 : Etablir l’ordre de complexit�e au pire de cette m�ethode (en nombre de comparaisons).

Question 4 : Comment adapter cette strat�egie au cas d’une bâti�ere de côt�e quelconque ?

3 Les deux points les plus proches.

On cherche un algorithme du type \diviser pour r�egner" (DpR) pour r�esoudre le probl�eme suivant : On
a n points dans un plan. Quels sont les deux plus proches et �a quelle distance sont-ils ?
Plus formellement : soit l’espace R2, muni de la m�etrique euclidienne not�ee �. Soit S un ensemble �ni
de n points dans R2 (on note son cardinal |S| = n). On cherche la valeur D et les deux �el�ements y et z
de S tels que : D = (y; z) = Minimum(x1; x2), pour x1 ∈ S, x2 ∈ S et x1 6= x2.
En notant abs(x) l’abscisse d’un point x et ord(x) son ordonn�ee, on a :

�(u; v) =
√

(abs(u)− abs(v))2 + (ord(u)− ord(v))2
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Question 1 : Quelle est l’ordre de complexit�e (op�eration �el�ementaire : le nombre de calculs de la distance
�) de l’algorithme na��f de calcul de D, y et z ?

On trie les n points par ordonn�ee croissante. Les donn�ees sont rang�ees dans un tableau T [1 : 2; 1 : n], o�u
T [1; i] est l’abscisse du point num�ero i et T [2; i] son ordonn�ee, avec T [2; i] ≤ T [2; i+ 1].

Soit un r�eel m et S1 = {x ∈ S|abs(x) ≤ m} et S2 = {x ∈ S|abs(x) > m}.
Le sch�ema du programme DpR est alors le suivant :

1: Procedure PlusProches(S, x, y, D)

2: début

3: si |S| = 2 alors

4: Soit u et v les deux points de S;

5: x <- u ; y <- v ; D <- �(u,v) ;

6: sinon

7: Choisir m;

8: PlusProches(S1, p1, p2, D1) ;

9: PlusProches(S2, q1, q2, D2) ;

10: d <- minimum(D1; D2);

11: si d = D1 alors

12: w <- p1 ; z <- p2;
13: sinon

14: w <- q1 ; z <- q2
15: fin si

16: Rassembler

17: fin si

18: fin

Question 2 : Le calcul de � �etant tou-
jours l’op�eration �el�ementaire, quel doit
être l’ordre de complexit�e de Rassembler

pour que le programme soit meilleur que
le programme na��f, en supposant que S1

et S2 sont de même taille ? C’est-�a-dire en
supposant que Rassembler est en O(nα),
que peut valoir � pour que l’algorithme
soit int�eressant ?

Question 3 : Pourquoi Rassembler

ne peut-il pas s’�ecrire simplement :
D ← d;x ← w; y ← z ? Donner un
exemple.

Soit P1 la partie du plan situ�ee entre la droite d’�equation x = m et celle d’�equation x = m− d ; soit P2

celle situ�ee entre la droite d’�equation x = m et celle d’�equation x = m+ d .

Question 4 : Montrer que si deux points r1 ∈ S1 et
r2 ∈ S2 sont tels que : �(r1; r2) < d, alors r1 ∈ P1

et r2 ∈ P2.

Question 5 : Montrer que la zone du plan o�u on
peut trouver un point r1 ∈ P1 et un point r2 ∈ P2

tel que �(r1; r2) < d est incluse dans le rectangle
gris�e de la �gure (�a droite).

Question 6 : Montrer que ce rectangle contient au
plus 6 points de S.

Question 7 : Donner le sch�ema d’une proc�edure Rassembler utilisant le tableau T et les valeurs m et
d. Montrer que son ordre de complexit�e est en O(n).
NB : Il est recommand�e de cr�eer un tableau contenant les points de P1 et de P2 tri�es par ordonn�ees
croissantes.

Question 8 : Donner un sch�ema pour la ligne Choisir m qui ne change pas l’ordre de complexit�e obtenu.
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