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Jeux Combinatoires

Cadre général:

— Deux joueurs 1 et 2 qui alternent.

— Un ensembl® depositions du jeu

— Deuxfonctions de jeu+f f : P — 27 qui spécifient les coups que les deux joueurs peuvent jouer a
partir d’'une position donnée pour faire évoluer le jeu. En général,far=af, = f (jeuimpartial).
Si f(p) =0, le jeu est dans une position finale et il termine. Le joueur qui a la maindaersice
cas (dans Igeu normaj dans la variante djeu miserele dernier joueur qui peut jouer perd).

— Le jeu termine au but d’'un nombre fini de coups.

— Notation: siJ est le jeu impartial normal dont 'ensemble de positionsRest la fonction de jeu
estf, on écritd = (P, f).

— Les ensembles des positiogagnantes Get perdantes Psont définis de maniére mutuellement
récursive comme suit (pour un jeu impartial et normal):

1. SipestfinalepeP.
2. S'ilexistep’ € f(p) tel quep’ € P, alorsp € G.
3. Sipourtouty’ € f(p) p' € G, alorsp € P.

Exercice 1 Jeux Soustractifs

Soit Sun ensemble fini d’entiers positifs. lieu soustractif sur 8st le jeu combinatoire impartial et
normal suivant:

P=N

f(n=NN{n—s|seS}

Autrement dit, pour jouer on soustrait a la position courante n'importe dgmleht deS, a condition
que le résultat soit non négatif.

Trouver I'ensemblé pour les jeux soustractifs définis par les ensembles suivants:

1.5 = {123}
2. S ={1,34}

Exercice 2 Chomp

On dispose au début du jeu d'une matmce m.

Régle du jeu: le joueur choisit une casg) de la position courante. La ca§ej) et toutes les cases
situées en haut et a droite de celle-ci disparaissent alors (elles somjéesl, d’otl le nom du jeu). Il
s’agit des case&k,l), k<n,I >m.

Par exemple, si on commence avec une matrige83et les deux premiers coups sqgt6) (qui
mange 6 cases) €1,2) (qui mange 4 cases), la position atteinte est:

X | X | X | X | X | X|X
X | X | X




Le joueur qui a la main alors que la matrice est réduite a la @as¢ (le coin en bas a gauche) a
perdu (c’est un "jeu misere").

1. Montrer que la position ci-dessus est gagnante (trouver I'unique gagnant a partir de cette
position).

2. Donner une stratégie gagnante pour le premier joueur danste-cas

3. Montrer que le joueur qui a la main a partir de n'importe quelle matrice regl@ing peut gagner
(la preuve n'est pas constructive, il s’agit d’'un argument du tyjm e stratégie”; en fait on ne
connait pas de stratégies qui gagnent en général).

Exercice 3 Jeux de Nim
On dispose d& entiers non négatifs.
Reégle du jeu: le joueur choisit un des entiers de la position courante etréntigate autant gu'il

veut, a condition qu'il reste non négatif.
On sait qu’une positiony, ... ,nk est gagnante dans le jeu normal si et seulememtsi... & ng > 0,

oun; &...®ng > 0désigne la “somme Nim” dey, . .. ,ng, définie comme I'ou exclusif chiffre par chiffre
des représentations binairesrge. .. ,ng (Théoréme de Bouton, 1902).

1. Quel estla somme Nim de 27 et 177

2. La somme Nim de 38 atest 25. Trouvek.

3. Trouver tous les coups gagnants des jeux de Nim dont les positions si@ie{12,19,27} et
{13/17,19,23} respectivement.

4. Dans le jeunisére Nimle dernier joueur qui joue perd. Montrer que si une posifilocontient
au moins deux entiers strictement supérieurs a 1, glagst gagnante pour le jeu misére si et
seulement sp est gagnante pour le jeu normal.

Exercice 4 The silver dollar game
On dispose d’'une matricexioo sur laguelle on plack pieces, comme dans la figure (k&= 5):

([ [ fel [ [Tl [ el [T Tel [T][T]ef].]

Regle du jeu: le joueur choisit une piéce et la déplace vers la gauchernt'ae cases qu'il veut, a
condition de ne pas dépasser la piéce suivante (ou le début de la maltstzgd' de la premiére piéce a
gauche).

Fin du jeu: le joueur qui ne peut plus jouer a perdu (jeu normal).

Trouver une stratégie gagnante (hint: réduire ce jeu au jeu de Nim).

Exercice 5 La fonction fsg et le premier théoreme de Sprague-Grundy

Si P est 'ensemble de positions d’un jeu impartial nordhal (P, f), la fonction de Sprague-Grundy
deJd, fsg: P — N est définie récursivement comme suit:

fse(p) = min{n > 0| n# fsg(pl) pour toutpl € f(p)}

Théoréme:Une positionp est gagnante si et seulementgi(p) > 0; elle est perdante si et seulement

Si fSG(p) =0.

1. Donner la fonction SG du jeu soustractif 8 {1,2,3}.

2. Lejeu de Wythoft1907) est défini comme suit:
On joue sur un échiquierx n, et les joueurs déplacent une reine qui se trouve au début en haut &

gauche. Les coups jouables sont:
— en horizontale vers la droite.



— en verticale vers le bas.
— en diagonale vers le bas-droite.

Le joueur qui ne peut plus déplacer la reine perd (jeu normal). Donrfentdion SG du jeu de
Wythoff pourn = 4, en assignant sa valeur a chaque case de I'échiquier.

Exercice 6 Le deuxiéme théoreme de Sprague-Grundy
On se donne jeux impartiaux normaud! = (P*, 1) ... J" = (P",f"). La somme&)* +...+J" de ces

jeux est définie comme étant le jeux impartial normal gBf& ... x P" comme ensemble de positions
et

f(p1,....pn) = Uncicn{Pr} x ..o x {pica} x F1(p0) x {piza} x ... x {pn}

comme fonction de jeu (en clair: on joue un coup dans un jeu au choix parmigessibilités, et
uniguement dans un.).

Théoreme:
fSG(Jl +...+ Jn) = fSG(Jl) D...H fSG(Jn)

Considérons le jed qui est la somme des jeux soustractifs Sue= {1,2.3}, S, = {1,2,3,4,5} et
$=1{1,2,345,6,7}.
1. Calculer la valeufsg(9,10,14) dans le jeud.
2. Vérifier que, a partir d€9,10,14) le coup qui méne &9,10,13) est gagnant.
3. Il existe exactement un autre coup gagnant a partipd®,14); lequel?



