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�� ����� M ′ ��� ����� ��� �MM ′ = 2 �MP � �� P ��� �� ���������� ����������� ��
M ��� Π� �� ������� �MP ���� α × �N ���� �� ������� α� �� ���� ����� �OP
����������  �N � ���� ������!

�OP · �N = 0

( �OM + �MP ) · �N = 0

( �OM + α �N) · �N = 0

α = −( �OM ·N)/|| �N ||2

"���#�� �N ��� ��������� α = −( �OM · �N) = −xMxN − yMyN − zNzM � $%�� !

M ′ =




xM + 2αxN

yM + 2αyN
yM + 2αzN




�� ����������� ���#�� ���������� �� �� ������������ ��� ������ �� ����&��  
'���� ������(��� ��� ���)������ �� xM � yM �� zM ���� ���#�� ����������� ��
�*����� !

M ′ =




xM (1 − 2xNxN ) + yM (−2yNxN ) + zN (−2zNxN )
xM (−2xNyN ) + yM (1− 2yNyN) + zN (−2zNyN)
xM (−2xNzN ) + yM (−2yNzN ) + zN(1− 2zNzN )




�� ������� �� �����'�������� ��� ����



1− 2xNxN −2yNxN −2zNxN 0
−2xNyN 1− 2yNyN −2zNyN 0
−2xNzN −2yNzN 1− 2zNzN 0

0 0 0 1




�������� �

�� ������� �� �����&�� �� +���&�� "��� ���#�� ����� M �� ���#��� �%��*�� M ′

�� M ����,� �LM ′ = (zL/(zL − zC)) × �LM � ��� ����������� �� M ′ ���� ������
�� �OM ′ = �OL+ �LM ′� ���� ������� �� ������,��� ��� ������  ����� ������������
M ′ = L + (zL/(zL − zC)) × (M − L) � �� ������-��� M ��� C(t)� �� �*�����
�%�#������ �� *��� �� �%��*�� . ����/ #�%�� �%���� ������ �%�� �������

�������� �

0�� �������� ����� ����/ ��)����  �������� �� ����&�� ���������� . ��� �����������
������� ��1������� '��� �����  �%��������� �� ���������� ������ 2��� ������������
���� �� �%��������� ��� �� ������������ ���� ���������

�



�� �������� �������������� �� '������ �������� ��������� �� ���� ����������
�������� ������ �� ������� ���������� �� �������� �� ������ �� ������ ���1
������ 3 ������ #������#��� ��� ������� . �� �������� ��� ���� �� ������� ���
�� ���� ���� �� ����� �� ����1����� ������� �� �� ���������*�� ��� #����

4� P ��� ������  �� ���� ������ �� ������ ������� ��� ���������� �� ������ ��
��5�� ��� �� ������ ��� �� ������ 4�������� |P| ≥ 2�

6�7 �� �������� ��� ������� �� �������� ������� ! �� ����� ���� ������
�� P ���� ��� C� �� ��������� #�%����� ����� �� P �%��� ��� C� �� ������ C ��
���� ��� 2��� �� ��5�� ������� 1 �� ����� ����� �� *��� �� C �� ��� ������ ��
P � ������ �� ������ �� �2�� ������� �� ��5�� ����������� ���� ������ �� ���� ��
���'��� �������� ���� ��� ������ �� P !

�� ��������� #�%�� ���� ����� M �� P ��� ��� C� � ������� C �%��� ��� �� ��5��
�������� ����� �� *��� �� C �� ��� ������ �� P − {M} �� ������ �� ������ ����
���� ��#��� �� ���� ������ �� ������ C′ �� �2�� ������� �� ��5�� �����������
���� ������ �� ���� �� ���'��� �������� ���� ��� ������ �� P − {M}�

�� ���� �%����� ���� ������ �� ������ ������ �5��� ���� ����&��� �� �������
'���� �� M �� �� �%������������ �� C′ �� �� ����&��� �� C ���������M � �� ������
��������� ����� ��� �� ��5�� ����������� ���� ������ �� �������� ������ �� ����� M �
�� �� ���'��� �������� ������ ���� ��� ������ �� P �

6�7 
� '��� ������� ������� �� ��������� ��������� �� ��� ���� ��)����  ���*��� !
�� ��������� ���� ������ M1� M2 �� P ���� ��� C� ����� ��� ���� ������ '������
�������������� �� ����&��� �� C� �� ������ �� C ��� �� �8�� ��� �� ���������� ��
������� [M1M2]�  ��� �������� �������� �� �������� ��  ��� �2�� ��������
R �� M1� M2� ����� �� ��5�� �� C . ���� �� ������ �� C ��� ������ �� �������
[M1,M2]� �� ���� R ��� ������

4� [M1M2] �%��� ��� �� ����&��� �� C� �� ��� �����*�� �� ������� �� ���1
���� ������ ���� ������ �� [M1M2]� �� �� ���������� �� ������ ��������� ������
[M1M2]� �� ��5�� ����������� ���� ������ �� ���� �� ���'��� �������� ������ ����
��� ������ �� P �

�



�� �� ������ ������������� �� ���������� ���������� �� ������� C ����#��
|P| ≥ 2! �� ��)� �� ���������� �������������� ���� ��� ������� ������� ��� 3
������ ��� ������� �� P � �� ���� ���� ������ �� P '������ �� ����&��� ! �%��
�� ��� ������� ��� �������������� �%��������� ��������� �� #�� �%�� ���� ����,��
��� �� ������ ������ �� ���������� �� �� ���� �� ���������� �� ��5���

�%������� �� �%��������� �� �������� '���������� �� ��������� #�� C� C′

���� ���� ���������� ���������� ! �%������������ ��� ���'���� �� C� C′ ��������
���� ��� ������ �� P � �� ������������ ��� ���� ������� �� ���� ��� ���������9 ���
���� ������� ��� �2�� ��5�� 6��� ���� ��������79 ����� ��� ���� ������� �%���
���������  �%����� 6������ �%����� ������ �� ��5�� ���� ������ �� ��� ���� �������
�������� ���'�����7�

�� �� ������ #�� C� C′ �%������������ �� ���������� ���� ������ X,X ′� ��
#�� [XX ′] ��� �� ����&��� �� �%�� �� �� �%����� 6������ ��� ���� ������� ��
���������� ��� 2��� �� �2�� ��5��7� :��� ���� �� ���� �� ���'��� �� �� ������
�� ����&��� [XX ′] �������� �%������������ ��� ���'���� �� C� C′� ���� ����� ���
������ �� P � �� �� ������ ��� �� ����&��� ���� ������

���������� ;���#��� ����� �� ���� ��������� ���� ��� ������ !

• 0������ ����� ������ �%�� ��� ������ �� P 1 ������� �� ������� ����&��� ���
������� �� ���������� �� ������ ������ �� �� ����� �� ����������� ���� ���
������� <��� ��������� ���� ������� �� 5 � ���� ������� ���������� �� ����
��5�� ��� �� ���*�� �� ��5�� ��������

• "������ ���� ������ �� *��5������ ��� ������� �� ������� �� ��5�� �� ����&��
 �������� ���� ��� ������� 4� P �������� �� ����1�����*�� �� ������ '��1
���� �� ���� ��&� ������ �� ���� ���� ��������  ������� �� ������ ��
������ �� ���������� ����������� ��� ��5���

• "������ ���� ������ �� ������ �� �%��������� ������������� �� P 1 ���
������������� ��������� �� *�� ���������

• 0������ �� ������ �� ��5�� ������� ������� ��� 3 ������ �� P � 
� ����
5 ����� ���� �%�� ������ ��������� �� �� ��5�� �� ������ ��������� ��� ��
������� ���� ����� 6���������� ����� ������� �� ������&�� ��&� ������ ��
������ �� ������� '���� ��� ��� ���� �������� ���� ��� ��� �� ������� !
�� ������ ��������� ��� �������� ����� #�� �� ������� �������� 2��� ������
����� ����&���7�

3



• 0������ ����� ����&��� �� ������� �� �������� �������� '���� ��� ����
������ �� P 6�%���� �� ���� '��#�����7� <��� 3 ������ '������ �� ��������
�#��������� �� �=�� � ! �� 5 � ����� ������� ���������9 ���#�� ������ ��� ��
��5�� �
�� �� �%�� ��� ������ ��� ���������  �����1�� 6 ��������

√
3/2 ��

������7�

• 0��������� ��� ������� ��� ������ ��������'� 1 ���� ���#�� ����� P ������
 �%��������� �%�� ������ C �� ������ C ��� ���������� �� ������� ������
� ���� ����&��� �� ������������ ���� P �� ����&��� '���� ��� ��� ����
������ �� (CP ) ∩ C� �%��������� �� ������� ������ �������� ����� �%�������
�� #�� �%��� ��� �� ������� ���������� 6���������� ��� ������� ���� �������
���� �������� ����/ ���� �� ������� '���� ��� ��� ���� ������� �� �������
����� ��� �� ���������� �� �������7�

�������� 	

< ����� #�%�� �� ��)� ��� #�� ��� *���� �� ���� ���5����� �%������������ ����
#�� ��� ���5����� ������ ������*���� $%����� ����� ���� ���5����� ������� 2���
������*��� �2�� �� �� ���*�� �%������������� ����� ����� ��2��� ������� � 6����
�� ,���� ��1�������7

"��� �������� �� ���*�&�� �� �� �������� �� ���� ���5����� P, P ′� �� ����
��� ������� �%�������� �� >�����1<�������� ���� �� �2�� ���� �� ���1����������
�� �� �������� ������� ����� �� *��� �� P �� ����� �� P ′�

�� ������� ��� ������� ��� ���5����� �������� ���� �� ���� ������� $���
��� ���� ���5����� �� ������ �� �%�� ���#�� ������ ��� ������������� �%��2��� 1 ��
��� ������������ �� ������� ��� �� ������� �� ������ ��� ���������� ���#���
�� ���� �� ��� �� ��� ��2��� ���� ������������� ������������ �� �� ������&��
����� ������ �%������������� #�� ��� ���������� �� ���� ������ ��������

4� ����� ����� �%� ��� ���#�� ����� ����� �� ������������� �� *��� �%�� ���
���� ���5����� ��� ���������  �%����� �� �� ������ ��� �� �������� ��������� ��

*��� ��� ���5����� ���� ��������� �� ��� ������*���� 4����� ������ P � P
′
��� ���51

����� �������� �� ������� �� ������ �� �%�� ��� ���� ���5����� ��� ���#��
�� ���������  �%����� ���5���� 6�� �� ��� ������ �%������ ���� ��� ���5����� ��
������� 2��� #�� ���'�����7 1 �� �%���� ��� ������� �%�� ������ �� P � 4� ��
�������� ������� �� ������ ���� 2��� ��� ��� *���� $%����� ����� �� �� ��������
������� �� *��� �� �� �������� ����� ��� 	
�	�� ��� ������������� 6'���� #���#���
���������� ���� �%�� ����������7�

< ������� �� �� ������� �� ����� �� �������� ��� ������� �� P � �� �������

���� P
′
�&� #�� �%�� ��������� ��� ������������� �� ��������  P �&� #�� �%��

��������� ��� ������������� �� ��������� ���� P
′
�&� #�� �%�� ��������� ���

������������� ���� ����#�� �%�� ������� �� ������ �� ������� �� ���� ������
�%��� ! �� *��� ������ ��� ������������� ��� ��� ��������� �� �%�� � �������� ��

?



*��� �� �� �������� �� P, P ′9 �� *��� �%��� ��� ������������� �%� ��� ��� ��������
�� ��� ���� ���5����� �� ���� ��� ������*����

�� ��� ������� �� ������ ��� ����������� 4� �� �����*�� ,�� �� ���5�����
��� ������*�� �� �������� �� ����� ���� ��������� �� �������� ��������������
�� ������ �%�������� ������*��� 1 �� ���� ������� �� ��� ������ �� ����5���
�� ������� �� ���#�� ������� 4%�� ������� �� ������ ������ ��� �������� ��� ��
��������� �� �� �������� �� ���������� ��� �� �����*�� �� ���5����� ���������
�� ������� �� ������

	


