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���� �������� ���
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���� �� ����� �����
������� ��"���
�� �������� # ��
�
 ��
�� ���� 
� �����
 ����� 
$
� �
 �
���
����
� 
� �
 �
��� �
 �������


��
� ��
 �����
 ���%
����� ��� �� ���� &�������' �
 �
��� �����
� ������
� ����
�����
����
���
(
� �����
� ���������� ���� �
� �������
� ����
)
�� !
� �������
� �
��
��

��
���
��
�
�� *��
 
� ������� ��� ����
�� ��� ��*�
 �� ��� +��
� ���� �

����
�� ��� �����
�������
� , �����
 ��*�
 ���� �������
 �
 ���� ����
��
� ��

+��
 ������
 �������
� (� ��
����
 ����
 �� �����
�
�� �������
�� - ���
����
��
���� �.�
�
 �������
� ��
��
���
 �
 �
� ��*�
� ���
�����
�
�� ��������
� ����
�����
����
�� ��� ���
��
� ��� �
 �������
 ���#�*�
�
(� �
����
 ����
 �������
��� ���� �.�
�
 �������
 
� ���� �.�
�
 ��*�
 ����

����
 �������
� - ���
����
� �� �
 �������
 ���
�
 ��
 �����
 �
 �
��
 ��*�
�

�� �
 ��� ��.����� - ������
� �� ������� ���
��
� �� ������
�� ��� ���������.�
 �

/��
���� .������
�
�
�� �
 ��
��
� �������.�
 ���0� ���� �������
 �
 �������
�
(
 �
��� "��� �������
�� 
� ���1�.��
 �
 ����
� �
� �������� ����*�
� 
�� �


���� ���
��
� ��� ����� �������
�


 �����
��	�� �
� ����
� 	��	�	��
�

�� ��������
 �� �������
 +���� �
� +��
� F0, . . . Fm−1� �� ������
�� 
�
 �
�
����
�� �
 �.�
�
 +��
 ���� ���������
�� �
�) - �
�) ���������� 
�
 �.�
�
 +��

�����
�� �� ����� ����� ������� 
� %����� ����� ������ ����
���+� ��������
(
 �������
 
�� ������� ����
)
 , ���� �.�
�
 +��
� ���� �
� ����
�� ��

�������
 ���� ������ �� �*�
 �2�� �� ���� ����
���� �
��
 +��
� �� �
��
 �
�����

.����.��
 ��
�� ��� ����"�
 ��� ��
 +��
 �����
� �� ��1� �
 ��������
� �
 �������


� �
�) �������
� 
� �
 ������� ������� �
 ���� ����
���� �
��
 +��
� ���� �

�
��
� - ����
�� �� ����
)��� �
� �
� �
�) �������
� ���
���� �� �
�� ����"
�
����
 ����� 
�
 �
 �����
�
�� �
����
� ������
 ����� 
���� ���� �
 �
 �����
�
���
�.�
�
 �������
 
��
���� 
�� ����
)
�
(� ����
)��� �� �������
 �����
�
 
�
 �.�
�
 +��
 
�� �� �������
 ����
)
�

�� ������
�� 
�
 �
�) +��
� ��������
� �
 ���� %����� ���� �
 �*�
 ����� ��
��#
-#���
� 
�
 ���� �.�
�
 i� �
� ����
�� �� �������
 ���� �
 �*�
 ���� 
�
 Fi

���� ���� �
� ����
�� �
 Fi�

��� ������ ��	 
���	 ����
 �
 �������

���� �U �� ���
����� �� �
���� �
 �����
����
��� ����� �� ������
 ���� �� �
��
���
����
�� ���� �.�
�
 ��*�
 �� �������
� �� �
��
 ��*�
 
�� ���
��
 ��� �
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�������
 ���#�*�
�

3� ���� �.�
�
 i �� ������
 ��
 ������
 �Ni - Fi ������ �
�� ��������
�� ��
�����
�

�� Fi = P0, . . . Pn−1 4� ��1� �
 ������
� �V = �P0P1 ∧ �P0P2 ����
�����
� ��
 ������
 �� ���� ����
���� Fi� �� ������
 
�����

�V · �P0Q �5 Q 
�� ��������
 
�
� ����
� �� �������
 
�� ��
��
��� �� ����
� �
 Fi� �� �
 ������� �������
 
�� ������
�
��
������+� �V �� �
�� ��������
�� �� �����
� 
� �� �
�� ���
� �Ni = �V �
������ �� 
�� ������
�
�� ������+� 
� �� �
�� ���
� �Ni = −�V �

6� ��
 +��
 Fi 
�� ���
 ����� �� �Ni +���
 ��
� �U �� ����
 ������
�
�� ����
�
��� 
�
 ������
 ������ ������� �� �Ni +���
 ��
� �U �� ����
 ������
�
��
���� ����� 
�
 ������
 ������ 
� �� ������ �� ������� ������  ��
����
� ��
��
 +��
 
�� ����� �� ������
 �
�� ���� �
 +���
 ��� �
 �����
 ������ ��
������� �������
 �
 �U 
� �Ni�

�� �
�� ����� ����"
� 
����
 ��*�
 
�� 
�����
�
�� ������
 �� 
��
 +��� �����
 ����
����� ��
 +��
 ������ 
� ���
��
 ��� �
 �����
 �� ������
 - �� ����� ����� #
���� �
 �
���
� ���� �� ��������
 
��
��
 
�� ��������
�

� �����	���
 �
 ���
���

(��������.�
 �
 /��
��� ��������
 ,

3� �� ���
����
�� �
������� ���� �� ���
����� �U �

����� - ����"�� �
�� −�U �

6� ��
 +��
 F = P0, . . . Pn−1 &Pn = P0, Pn+1 = P1� 
���'

�
 ���� �
� �������
� �
 �� ����
�

������ �� �
�� �
 �� �
����� ������
��
�

�� ��
 ������
 �N �� ���� ����
���� F � ������ �
�� ��������
�� �� �������
�

&��� .����.��
 �N · �U > 0'

7� �� �
��
�� [AB]� 
�� 
�� ��
 ��*�
 ������
���� - �� ����
 �������
�

&������� �
� .����.8�
� ������
�� 
��
 �
 ����
��
 ��� F '�

(��������.�
 ���
����
 �� �����
 ������
 �� �
��
�� [AB] �
�����
�
�� - �
��

+��
� 
� 
$
������ 
����
 �
��� ����
���+�� �� ���� ��9�
�) �� ����� ��9�
�)�
��� ��������� �����*� 
�� ��� ��9� ��
)������� �������
��

6



��� ��	
 �
o
�

�� �
� �
�) ������ A 
� B ���� ���� �����
����
�� ������ 	����� �
 ���� �
 ��
+��
� �
 �
��
�� 
�� �����
�
�� ������
�

������� � ��	�
	�� �

• �����
� �
� �����
� �N � P0� A� B ��1�
��

������� � 
�
������ �

• �����
�
��	�
	 �
 ���� �

(
 �
�� 
�� ����"� �� 
� �
��
�
�� �� ,

�P0A · �N ≤ 0 
� �P0B · �N ≤ 0

��� ��	
 �
o
�

���� Q �
 ���� ����
���� A� B 
� ��������
 - �U � �� Q �
 ����
 ��� �� +��
� �

�
��
�� 
�� �����
�
�� ������
�

�



������� � ��	�
	�� �

• ��
 ������
 �M �� ���� Q� �� �
�� ��
���
 �M = �AB∧ �U � :��
� 
�
 ����
�
 ��� �������� �� �M 
�� �
 �
��
�� ���� �
 �
��
�� [AB] 
�� ��������
 - �U �
���� ������ - �� ����� ���� �����
����
��� ��� ����
������ �� ��������


���� 
�� ��������
�

������� � 
�
������ �

• �� ������
 �M � ���������
 ���� �
 �
�� no 7�

��	�
	 �
 ���� �

(
 �
�� 
�� ����"� �� ���� �
� ����
�� �
 �� +��
 ���� ������
�
�� �� �*�
 �2��
�
 Q� - ��
)�
����� ��
���
��
�
�� �
 �� �� �
�) ��
���
 
�) 
�� ���� ��� �

����� ��
��#-#���
 �� �� � ,

• �APi · �M ≥ 0 ���� �.�
�
 i ∈ [0, . . . , n[� �� ��
��

• �APi · �M ≤ 0 ���� �.�
�
 i ∈ [0, . . . , n[�

��� ��	
 �
o
�

�� ��������
 �����
���� �
 �������
 ���)
 ��������
 - �U ���������� ��� �� +��
�

(
 ���� Q �� �
�� ������
�� ���
��
��
 �� +��
� ����
�
 �
 �
�� �o 6 � ��� ���
����������  
 +�0�� �
�����
��
� �� �����
 (AB) ���
��
��
 �
 �������
�  
�)
��� �
��
��
�� �
 �������
 - �� ���������� �� �������������� �� �
��
�� ,

3� �� �
� ������ �
 [AB] ���� 
)����
��� &�� �
�� +����
' �� �������
� �� ����
�� ����� �
� ������ A,B 
�� ������
�
�� 
)����
�� �� �������
� �
 �
��
��

�� ������
 # �� ���� �
 �
� ������ 
�� ��� �
 �������
� �� �
 ���+��� ��
� �

���� �
 �� +��
 
� �
�� *��
 �1�.��

6� �� A� B ���� ���� �
� �
�) ������
��� &�� �
�� +����
' �� �������
� (
 �
��
1 ��� ��� ��� ����"� 
� ��� .����.��
� [AB] �
 ����
��
 ��� �� +��
� ����
A 
� B ���� ���� �
� �
�) �
�����
 �� +��
 �� ��� ��� ����� �� A �� B 
��
��� �
 �������
� �� �
 ���+��� ��
� �
 ���� �
 �� +��
 
� �
�� �
 ��� *��

�1�.��
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������� � ��	�
	�� �

• ���� �.�
�
 i ∈ [0, . . . , n[ �� ������
 ��
 ������
 �Mi �� ���� Qi ����
����

Pi� Pi+1 
� ��������
 - �U � �� �
�� ��
���
 �Mi = �PiPi+1 ∧ �U �

• 	���� ����� �� ����� X 
�
����
�
� ����

S(X) = ( �PiX · �Mi)× ( �PiPi+2 · �Mi)�

���� σX(i) ��"�� ��� ,

−1 �� S(X) < 0

0 �� S(X) = 0

1 �� S(X) > 0

(
 ����� X �
�� ��� ,

� 
�������
���� ��������� �� �����	�� �
�����
�
�� - Qi ��� σX(i) < 0

� ��� �� �����	�� �
�����
�
�� - Qi ��� σX(i) = 0

� 
�������
���� ��������� �� �����	�� �
�����
�
�� - Qi ��� σX(i) > 0

�� ������
 σA(0), . . . , σA(n− 1) ����� 
�
 σB(0), . . . , σB(n− 1)

������� � 
�
������ �

• �
� ������
� Mi� �
� σA(i) 
� �
� σB(i)� ���������� ���� �
 �
�� n
o 7�

��	�
	 �
 ���� �

����� �
� �
�) ���������� �
��
����� �
 ����"
� �
 �
�� ,

3� �� ���� �� ����� �� i ���� �� ����� �
� ������ A 
� B 
�� 
)����
�� ��
�������
 �
�����
�
�� - Qi� 
� ������
 
�� ���� 
)����
�� ���� ��� �
 �������

�
�����
�
�� -Qi� ����� ���� �
� ������ �
 [AB] ���� &+����
�
��' 
)����
���
�� �������
�

6� �� ���� �.�
�
 i �
� �
�) ������ A 
� B ���� ������
��� �� ��� �
 �������

�
�����
�
�� - Qi� ����� A 
� B ���� &+����
�
��' ������
��� �� �������
�

;



��� ��	
 �
o
�

<����� - �
��
 ����
� �� 
�� �9� 
�
 �
 �
��
�� [AB] ����
 �
 �������
 
� 3 �� 6
������� �� ���� �����
���� ������
� �� �����
 ������
� �� ��������
 - ����
��
�� ������
 �N - �� +��
� �� ������
 �M �� ���� �Q ��"�� �� �
�� 6� �
� ������
�
Mi �
� ����� Qi ����� 
�
 �
� σA(i) ��"��� �� �
�� ��

������� � ��	�
	�� �

• ���� �.�
�
 i ∈ [0, . . . , n[ ,

� ���� αi �
 α �
� 
�
 ( �PiA + α × �AB) · �Mi = 0 �� �
 α 
)���
 
� 
��
������� 
���
 0 
� 1� ����"�� ������

�� αi 
�� ��"��� �
 ����� �
 ���������
� A + αi(B − A) 
�� ����� �

����� �����
��
����� �
 [AB] 
� �� ���� Qi�

� ���� βi �
 β �
� 
�
 ( �APi + β × �PiPi+1) · �M = 0 �� �
 β 
)���
 
� 
��
������� 
���
 0 
� 1� ����"�� ������

�� βi 
�� ��"��� �
 ����� �
 ���������� Pi+βi(Pi+1 −Pi) 
�� �
 �����
�����
��
����� �� �
��
�� [PiPi+1] ��
� �
 ���� Q�

� ���� Ri �
 ���������
� A+αi× (B−A) �� αi 
� βi ���� ���� �
� �
�)
��"���� ����"�� ������

��	�
	 �� 	� ������ �����	� �

4� � � � ��� �������
� ,

3� ���� �� i �� ������ Ri 
�� ��"�� 
� 
�� �
���� �� ��� �
 ���� �
 �� +��

& �P0Ri · �N ≤ 0'�  ��� �
 ���� �
 �
��
�� 
�� �
���� �� +��
� ���� ������
�

6� ������ ���� �� ���
�
 i� Ri 
�� ��"�� 
� 
�� �
�����
 �
 ���� �
 �� +��

& �P0Ri · �N > 0'� (
 �
��
�� 
�� ������
 �
���� ��� 
)��*���� 
)����
��
 ��
�������
 �
�����
�
�� �� ���� Qi &A �� σA(i) < 0� B �����' %��
��- Ri�

�� ������ ���� �
�) i 
� j� Ri 
� Rj ���� ��"��� 
� 0 ≤ αi < αj ≤ 1� (
�
�����
� ������
� ���� [ARi] 
� [Rj B]

=


