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#
� ������� �
 ������ 
� �
��
��� �
���� ���������
� ��� ���� �
�� �
�� �
 ���� ��$
�����! $ 
� ���� �� ���� ���������� %��
 ���� ������
�"� 
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�� �� ���(
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���
 �
�" ������ $ �� ��������
�� ����
 ����" �
� ���(
�� �
 �%�

���
����� 
� �
 �%�
 �����
��� 	� ������ �AB �
 ���(
� ������ ���� ����� A )
�� ����� B� �� � ��� 
"
���
 �AB = �CD ���� �
 ��������
 ��$�
�����  

*
�" �
��
��� ��������
�� ���� ��
���
��
�
�� �
 ���
������ ������
� 
� �

�����
��� ��+��
��
�� �
���� ���� ��
���	��	�
 ,��
��$)$���
 -��� ��
 �%�
 ����
./�

#� �����
�� ���� �
��
�� �
 ���
 ||�U ||� #
 �
��
�� �
 �����
�� ��� �
 ���

�O� ���� ���� ��
� k� �� ��&��� k × �U ����
 ����� ���� �� �
��
�� �
 �����
��
|k| × ||�U || 
�� �� �
��
 �����
�� 
�� ��� ����
�

• �
 �%�
 ���
����� 
�
 |�U | �� k > 0�

• �
 ���
����� ������
 �� k < 0�

#
 �
��
�� (−1) × �U �
 ���
 ����� −�U � ���� �U = �AB 
� �V = �BC� �
 �
��
��
�U + �V 
�� ��&�� ����
 ����� ���� ) �AC� 0��
� 
�
 ||�U + V || ≤ ||�U || + ||�V ||�
#
 �
��
�� �U − �V 
�� ��&�� ����
 �U + (−�V )�

��� �������	
��� �� �
���	�� �� �����

#
� ������ 
� �
��
��� �
 ��
����
 ) 1 ���
������ �
���� ���!�����
�� �
����
�$
��� ��� �
� �����
�� �
 ��
��� ���
������� ����
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� 
�����
�
��� �� �
� ���(
��
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�� �� �����
 ����
����� �
 ��!��
��
 ���
�� �	������ ����� 
�
 �
 ����� �
��
��� �
�" ) �
�" ���
���������
�� 	� �����
�
� �� ������� �� �
���
 �������� (O,�i,�j,�k) -����������

�
 ���
 ���� �����
.� �3 O 
�� ��������
 
� �i,�j,�k ���� ����� �
��
��� �
 ����
��
2� �
�" ) �
�" ����������"� 
� ���
���� ����
 ����  

��
 !��� �
 �
���
 &"�� �� �
�� ������
� ���
�
 ����� P �
 ��
����
 �� �����
�
�
 ��
�� (Px, Py, Pz) ���
�� ���	������
 �
 P � 
� ����
���� �� !��� 
�
 �OP =

Px ×�i + Py ×�j + Pz × �z� *
 �%�
� ) ���
�
 �
��
�� �U 
�� ������� �� �
�����

�����
� (Ux, Uy, Uz) ���
�� ���	������
 �
 �U � 
� ����
� �� ���������
� �� �����

P �
� 
�
 �U = �OP � 0��
� 
�
 O 
� �O ���� �
 ���������
� (0, 0, 0)�

��� ����	
���� ��� ��� �����������

*��� �� ����
� �� ��
���&
�� �
 ���� ����
�� �
� ������ 
� �
��
��� ��
� �
���
���������
�� 
� �������� -����� ����� �� ����� A = (Ax, Ay , Az) � � � . �� 
����


-
��� �U = (Ux, Uy, Uz) � � � .� 
��� 	� !������� �� ����
"�
� �� �����
� �
 ��
��
������ ���� %��
 �� ���� ����
 �� ������ ���� ����
 �� �
��
��� 4 ����� ����
�
���� ���������
�� �� �
� �����
� �
�� ���(���� ���
������ ���� �
 �
���
 ���������

#��������� �
� �
��
��� 
� �� �������������� ���� ��
� 
� ���� �
��
�� ��&���
���� ���� �
 ��������
�� �����
��
�
�� 
� ���������� ��� �
� ���������
�� 
�
������  x

y

z

+

 x′

y′

z′

 =

 x+ x′

y + y′

z + z′



�� ���� ���� ��
� k ∈ R�

k ×

 x

y

z

 =

 k × x

k × y

k × z


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����� 
�
 x

y

z

−

 x′

y′

z′

 =

 x

y

z

+ (−1)×

 x′

y′

z′

 =

 x− x′

y − y′

z − z′


4�
� �
� ����
������� 
� 
� ��
���&��� ����
�
�� ������ 
� �
��
��� ��
� �
���
���������
�� �� �

• �AB = B −A�

• ||�U || =
√
U2
x + U2

y + U2
z ,���� �
 �
���
 ��������/�

6���
� �
� ��&������� �
 ���������
�� ��" �����
� �
 R
2� �
����
����� �
� ����$

����� �
 ������ ���� ��
����
 ) �
�" ���
������  �� ��'� �������
� �� ��������

���������
 �
 ���
�
 �����
�� �� 
����
 �
 ��� ����
� ��
 ���
�� ���(���� ����
�

� ����
�� �	��� 
� ���	���

�� ���
� 
�� �� �����
�� �����
 θ ���� ���(
� �
 ���� ���� �
���
 �
 ����� 2� #

����
 �
 �
� ����
 
�� ������! �� �
 ���(
� �����
 ���� �
 �
�� ���
�� ,�
�� ���
��

�
� �������
� ����
 �����
/� ������! ���� �����
 ���� �
 �
�� �����
���

	� ����������� �
 ���� ����
���� �
 �
���
 ���� �� �
���
 ���������� (O,�i,�j)
�3 O 
�� �
 �
���
 �� �
���
 
��i 
�� �
 ���(
� ������ �
 O (��
���� ����� �
 ������
A �� ���(
�� �
� ���������
� �
� ��������
� �� ����� B ���
��� ���� ���
��
�
��
���
 
� 
���
 �
 θ� ����
� cos θ� sin θ�

#���
�
 θ ∈ [−π, π] 
� ����� ������ �
�" �
��
��� ��� ���� �U � �V � �
�� 
�

�OA��U ��
�� �%�
 ���
����� 
� �OB� �V ��
�� �%�
 ���
������ ������
 θ 
�� ���
��

���
� ��	�� ��	 �U � �V � 7� �
 ���
 �̂U �V �
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� �����	� 
� ���	� �
� �	�
��	�� ��

��� �����
���

#
 �	����� �	��
� �� �	����� �� �	��� �
 �
�" �
��
��� �� ���� 
�� ��&�� ��� 

�U ∝ �V =

(
Ux

Uy

)
∝
(

Vx

Vy

)
=

Ux

Uy

Vx

Vy

= UxVy − UyVx

��� �������
��

• ���������������  �U ∝ �V = −(�U ∝ �V )

• �

������� ��
� �
 ������� ���� ��
� 
� ���� �
��
��  

(α× �U) ∝ �V = α× (�U ∝ �V )

• ��
�	������ ��� ������� ) ���������� �
� �
��
���  

�U ∝ (�V + �W ) = (�U ∝ �V ) + (�U ∝ �W )

��� ��
�����
	
���

#
 ������� ������ !������� 
� ���
����� 5� �� ��
� �� ��
����	��� ���� �
�"
�
��
��� ��� ����� 
� ������
 ����� �� ��
� �� �
������� ���� ����� �
�����
�
��
) ��
 �����
� #� ��������� �������
 
�� ����������
  

�U ∝ �V =‖ �U ‖ × ‖ �V ‖ × sin �̂U �V

	� ���������
�� �� �U 
� �V ���� ��� ����� �� � �U ∝ �V = 0 �� 
� �
��
�
�� �� �U 
�
�V ���� ���������
�� #���
�
 �U 
� �V �
 ���� ��� ���������
�� �� �������� �������

�
 �U �������� �U 
� �V �����
 ���� �
 �
�� ��	��� �� �U ∝ �V > 0 ,�
�� ���
��
 �
�

�������
� ����
 �����
/8 ���� �
 �
�� �����
�� �� �U ∝ �V < 0�

���� ) ����
�� D ��
 �����
 ����
���� �� ����� M � 
� �
 �
��
�� ���
��
�� �U
��
��$)$���
 ����
���� ���� ���� k ∈ R �
 ����� X �
� 
�
 �MX = k × �U � 	�
���9��� 
� M �� ���
����
�� �
������� ���� �� ���
����� �U � �� �  

:



• �U ∝ �MP = 0 ⇐⇒ P 
�� ��� D

• �U ∝ �MP > 0 ⇐⇒ P 
�� -) �����
. �
 D

• �U ∝ �MP < 0 ⇐⇒ P 
�� -) �����
. �
 D

0��
� 
�
 �
 ������� 
� ����" �
��
� �
 �
�����
� ���
������ �
 �� �����
 D )
������ �
 �� �����
 �
 M 
� �
 �U � ;� � 
� 
+
�  

X = (x, y) ∈ D ⇐⇒ �U ∝ �MX = 0 ⇐⇒ Ux × (y −My)− Uy × (x−Mx) = 0

� �����	� �����	�
 �
� �	�
��	�� � �� ��

��� �����
���

#
 �	����� 
��
��	� �
 �
�" �
��
��� �
 ��
����
 ,�� �� ����� 
� �������� ��
���������
 z/� 
�� ��&�� ���  

�U · �V =

 Ux

Uy

Uz

 ·

 Vx

Vy

Vz

 = (Ux × Vx) + (Uy × Vy) + (Uz × Vz)

��� �������
��

• �U · �U =‖ �U ‖2

• ���������� �U · �V = �V · �U
• �

������� ��
� �
 ������� ���� ��
� 
� ���� �
��
��  

(α× �U) · �V = α× (�U · �V )

• ��
�	������ ��� ������� ) ���������� �
� �
��
���  

�U · (�V + �W ) = (�U · �V ) + (�U · �W )

��� ��
�����
	
���

#
 ������� �������
 �
��
� �
 ���
����
� �� !���
 ,����� ������ �� �����/ �

������
 
���
 �
�" �
��
��� ��� ����� 	� 1*� �� !������ ����
�
�� �� �
�� �

����
�
�� ���� ����� �
�����
�
�� ) �� ����� ;� �  

�U · �V =‖ �U ‖ × ‖ �V ‖ × cos �̂U �V

<



;� 
� ������  

• �U · �V > 0 ⇔ | �̂U �V | < π/2 ⇔ �U 
� �V !���
�� �� ����
 ����

,������
�
�� ���� �
��� 
�
 ������
 �����/

• �U · �V = 0 ⇔ | �̂U �V | = π/2 ⇔ �U 
� �V ���� ����������"

• �U · �V < 0 ⇔ | �̂U �V | > π/2 ⇔ �U 
� �V !���
�� �� ����
 �����

,������
�
�� ���� ����� 
�
 ������
 �����/

���� ) ����
�� �� ���� Π ����
���� �� ����� M � 
� �
 ������
 �N ,���� �N 
��
�� �
��
�� ���������� �� ����/� ;� �  

• �N · �MX = 0 ⇐⇒ X �������
�� ) Π

• �N · �MX > 0 ⇐⇒ X 
�� �� �%�
 �=�� �� ���� 
�
 �N �

• �N · �MX < 0 ⇐⇒ X 
�� �� �=�� �� ���� ������ ) �N �

#��
������ �� ���� 
�� Π(X) = 0� ��
� Π(X) = �N · �MX� ���� 

Nx × (x −Mx) +Ny × (y −My) +Nz × (z −Mz) = 0

>



 �����	� !
����	
� ��	�
��	�� ��

��� �����
���

#
 �	����� �����	��
 �
 �
�" �
��
��� �
 ��
����
 
�� ��&�� ���  

 Ux

Uy

Uz

 ∧

 Vx

Vy

Vz

 =



Uy

Uz

Vy

Vz

− Ux

Uz

Vx

Vz

Ux

Uy

Vx

Vy



=

 UyVz − UzVy

−UxVz + UzVx

UxVy − UyVx


��� �������
��

• ����$���������!  �U ∧ �V = −(�V ∧ �U)

• ���������! ��
� �
 ������� ���� ��
� 
� ���� �
��
��  

(k × U) ∧ �V = k × (U ∧ V )�

• ����������! ��� ������� ) ���������� �
� �
��
���  

�U ∧ (�V + �W ) = �U ∧ �V + �U ∧ �W �

• ��� ���������!�

��� ��
�����
	
���

	� ���
����� 1� �
 ������� �
�����
� �
 �
�" �
��
��� ��� ���� 
� ��� ���������
�
������� �� ����
�� �
��
�� ��� ���� 
� ���������� ��" �
�" ��
��
�� ,�� �U ��
�V 
�� ���� �� �� �U, �V ���� ���������
�� �
�� ������� �
�����
� 
�� �
 �
��
�� ���/�

7� �
��
� 
� ���������
� �
 ������
� ��
 ������
 �N �� ���� 
��
���� ���
�� ����� M 
� �
�" �
��
��� �U 
� �V ,��
��
���
 �
� ������ X �
�� 
�
 �MX =

α× �U + β × �V � �3 α, β ∈ R/�

�



0��
� 
�
 �V ∧ �U 
�� ��
 ������
 �� ���� �
 ���
����� ������
 $ �
 �
�� �

����
�
�� ���� ����� ���
�� ) ������ �
 �
��
 ������
 ������
 !������ �������
�
 �� ������
 ���
��
 
� ����������� ���� ������
 �� ���� �
 ������� �U ∧ �V �
#
� ��������
� �������
� ���� ����������
�  

• ‖ �U ∧ �V ‖=‖ �U ‖ × ‖ �V ‖ × sin θ �3 θ = �̂U �V �

• �� (�U ∧ �V ) 	= �0� (M, �U, �V , �U ∧ �V ) 
�� �� �
���
 ����� �
 ���
 -���� �����
.

,�� �������� �������
 �
 �U �������� �U ��
� �V ���� ��
� (�U ∧ �V ) �����

���� �
 �
�� ���
��/�

" ����	�
 �
 #����������	���

#
� �����!��������� �
 ������ �� �
 �����
� �
 ������ �
��
� 
�
 �������������
���������� �����
�
��� �����
��
 ,�������/ ���� ������
��
�
�� �
����
���
�� )
��
 ���
����� �����
 ,5 �� 1/� ��� �
� ������
� �����
�� ���� �
 �=�� 
�� ���� )
�� ���
����� �������
 ���� 2� ;� �����
�� ��� �
 ��� �
 �� ���
����� 1� ��
� �
�
�����!��������� ���!�����
�� �
����
���
� ��� �
� ������
� 4 × 4� 6���
� �
�
������
� �
���� �
 �� !���
 �������
  

a�� a�� a�� a��

a�� a�� a�� a��

a�� a�� a�� a��

0 0 0 1


��� �	�����

?���
���� 
�
 �
 ������� �
 �
�" ������
� n×p 
� p× q 
�� ��
 ������
 n× q  
a�� . . . a��

���
���

a�� . . . a��

×


b�� . . . b��

���
���

b�� . . . b��
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 MT ×
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Px

Py
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Qx

Qy

Qz
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 =


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1 0 0 Ux

0 1 0 Uy

0 0 1 Uz

0 0 0 1

×


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Py
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
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 �
� x  
1 0 0 0

0 cosθ −sinθ 0

0 sinθ cosθ 0

0 0 0 1

×


Px

Py

Pz

1

 =


Px

Py × cosθ − Pz × sinθ

Py × sinθ + Pz × cosθ
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cosθ 0 sinθ 0

0 1 0 0

−sinθ 0 cosθ 0

0 0 0 1

×


Px

Py

Pz

1

 =


Px × cosθ + Pz × sinθ

Py

−Px × sinθ + Pz × cosθ
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cosθ −sinθ 0 0

sinθ cosθ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

×


Px

Py

Pz

1

 =


Px × cosθ − Py × sinθ

Px × sinθ + Py × cosθ

Pz

1
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Sx 0 0 0

0 Sy 0 0

0 0 Sz 0

0 0 0 1

×


Px

Py

Pz

1

 =


Sx × Px

Sy × Px

Sz × Pz
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