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1 Introduction

{ notion de programmes concurrents
{ s�emantique d’entrelacement
{ ad�equation de cette s�emantique aux di��erents types de syst�emes concurrents (syst�emes

multi-tâches, syst�emes multi-processeurs, syst�emes distribu�es)
{ importance de la notion d’atomicit�e (de certaines instructions ou groupes d’instructions)
{ utilisation de la logique temporelle LTL (de temps lin�eaire) pour la sp�eci�cation {

l’�enonc�e { de propri�et�es sur les ex�ecutions des syst�emes

Dans la suite, on va distinguer les algorithmes d’exclusion mutuelle en fonction de la
m�ethode utilis�ee par les processus pour communiquer. Il y a :

{ les algorithmes utilisant des variables partag�ees : tous les processus ont acc�es en lec-
ture comme en �ecriture �a ces variables partag�ees (on parle de variables \Multiple-
Reader/Multiple-Writers"). C’est le cas des algorithmes de Dekker et Peterson.

{ les algorithmes o�u les processus utilisent des variablespropres : tous les processus ont
acc�es en lecture �a ces variables mais seul un processus (le propri�etaire) peut modi�er
une variable donn�ee (on parle de variables \Multiple-Reader/Single-Writer"). C’est le
cas de l’algorithme de la Boulangerie.

{ les algorithmes distribu�es bas�es sur la communication par messages.

Dans le cours, nous verrons aussi d’autres approches bas�ees sur l’utilisation de s�emaphores,
de moniteurs ou d’instructions \Test-and-set".

2 Exemples de programme concurrent

La �gure 1 d�ecrit un programme concurrent P compos�e de deux processus, chacun contient
des instructions qui manipulent une variable partag�ee x.

int x := 2 // variable partag�ee

-- Proc. A
a1: x := x+1
a2: x := x+2
a3: end

-- Proc. B
b1: x := x*3
b2: end

Figure 1 { Programme P

Quel est le comportement deP ? Quelle est la valeur �nale dex apr�es l’ex�ecution de P ?
Pour r�epondre �a ces questions, il faut �xer des conventions sur ce que signi�e l’ex�ecution
concurrente de ces processus. Ici on on supposera qu’une telle ex�ecution consiste en unen-
trelacement des actions de chaque processus : chaque processus ex�ecute une ou plusieurs
instructions, puis c’est �a un autre d’avancer etc. Les instructions sont donc ex�ecut�ees les unes
�a la suite des autres et non pas en même temps. . . Cette s�emantique repose sur une notion
importante : les instructions atomiques. Une instruction atomique est une instruction qui ne
peut être interrompue : une fois commenc�ee, elle est ex�ecut�ee compl�etement. Par exemple, on
peut supposer que la lecture du contenu d’une variable ou son a�ectation sont des op�erations
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atomiques (on parle de registres atomiques). Mais qu’en est-il d’une instruction commex:=x+1
ou x:=x*3 ? Ici il y a, �a la fois lecture de x, calcule d’une valeur puis a�ectation. . . On peut
donc supposer qu’une telle instruction se d�ecompose en (au moins) deux �etapes : la lecture
de x et son a�ectation dans une variable locale au processus, qui sera utilis�ee pour le calcul,
puis l’a�ectation du r�esultat dans x. On peut donc le repr�esenter par :

temp := x
x := temp + 1

Un tel choix est important sur le comportement global du prohramme. A titre d’exemple, on
donne �a la �gure 3 le diagramme d’�etat du programme pr�ec�edent lorsque chaque instruction
a1, a2 et b1 est consid�er�ee comme �etant atomique. Et �a la �gure 4, on donne le diagramme
d’�etat correspondant �a la s�emantique utilisant des temp, c’est-�a-dire au programme P0 de la
�gure 2.

int x := 2 // variable partag�ee

-- Proc. A
a1: temp := x
a1’: x := temp +1
a2: temp := x
a2: x := temp+2
a2: end

-- Proc. B
b1: temp := x
b1’: x := temp*3
b2: end

Figure 2 { Programme P

Figure 3 { Diagramme d’�etats de P .

On voit donc que dans le premier cas (P sans variabletemp), les valeurs �nales possibles
pour x sont 9, 11 ou 15. Mais pourP0, elles sont :5, 6, 8, 9, 11 et 15 !

3



Figure 4 { Diagramme d’�etats de P0.

Le choix des instructions atomiques est donc important, il in
ue directement sur le com-
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portement des programmes concurrents. Il n’y a pas de r�egle absolue. En fait, cela d�epend du
langage, du compilateur et de la machine. On peut aussi faire des choix di��erents pour avoir
un programme plus ou moins abstrait. En g�en�eral il est raisonnable d’�eviter les instructions
manipulant plusieurs variables (ou occurrence de variables) pouvant modi��ees et lues par
plusieurs processus (par exemple, dansP , les instructions sont probl�ematiques car x apparâ�t
plusieurs fois dans chacune).

Dans la suite, on supposera { sauf indication contraire { que chaque instruc-
tion list�ee dans les processus est atomique.

3 D�e�nitions

On a vu les points suivants :
{ Un programme concurrent est un ensemble �ni deprocessus s�equentiels.
{ Chaque processus est d�ecrit par un ensemble �ni d’instructions atomiques.
{ Ex�ecuter un programme concurrent consiste �a entrelacer des instructions de chaque

processus.
{ Un sc�enario (ou un \calcul") est une s�equence d’instructions de chaque processus

r�esultant d’un entrelacement des instructions de chaque processus.
Chaque processus dispose d’unpointeur d’instruction (ou compteur de programme ou

pointeur de contrôle) d�esignant la prochaine instruction devant être ex�ecut�ee. Au cours
d’une ex�ecution d’un programme concurrent, la prochaine instruction est choisie parmi celles
point�ees par un des pointeurs de contrôleur.

On formalise ici quelques d�e�nitions li�ees au diagramme d’�etats d’un programme concur-
rent :

D�e�nition 1 { L’�etat d’un programme concurrent P est un n-uplet contenant : un poin-
teur d’instruction (indiquant la prochaine instruction devant être ex�ecut�ee) par proces-
sus et une valeur pour chaque variable (locale ou partag�ee).

{ Si s1 et s2 sont deux �etats d’un programme P , alors s2 peut être le successeur des1
(not�e s1 ! P s2) si s2 correspond �a la transformation de s1 par l’application d’une ins-
truction point�ee dans s1. On dit aussi qu’il existe une transition entre s1 et s2.
Par exemple, pour le programmeP utilis�e pr�ec�edemment, on avait (a2; b1; 3) ! P (a3; b1; 5)
(voir la �gure 3).

{ Le diagramme d’�etats de P est un syst�eme de transitions (un graphe avec �etat initial)
SP = ( S; A; s0) o�u s0 2 S est l’�etat initial de P et les ensemblesS et A sont les plus
petits ensembles v�eri�ant les propri�et�es suivantes :
{ Si s 2 S, alors il existe dansS tous less0 tels ques ! P s0; et
{ l’ensemble A contient toutes les arêtes(s; s0) telles ques; s0 2 S et s ! P s0.

{ Un chemin dans S est appel�e un sc�enario ou une ex�ecution deP .

Les chemins deSP correspondent donc �a tous les entrelacements possiblesd’actions de
chaque processus. Ce point est tr�es important : cela signi�e que tout entrelacement est pos-
sible. . . En pratique, ce n’est pas le cas (l’ordonnancement des actions des di��erents processus
r�epond �a certaines r�egles) mais le choix de consid�erer tous les entrelacements possibles est
robuste : une fois que nous avons prouv�e qu’ils v�eri�ent, tous, les propri�et�es recherch�ees, nous
savons que le programme r�eel les v�eri�era aussi.
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Comment d�ecrire un programme concurrent ? On va utiliser un pseudo-code (comme
en algorithmique) avec des primitives sp�eciales, notammentawait (voir ci dessous) pour
mettre le processus en attente d’une condition. Nous en verrons d’autres lorsque nous nous
int�eresserons aux algorithmes bas�es sur des �echanges de messages entre processus. En TP,
on utilisera Java. Nous verrons aussi le langage Promela utilis�e dans l’outil jSPIN (bas�e sur
l’outil SPIN) :

{ jSPIN : http://stwww.weizmann.ac.il/g-cs/benari/jspin/
{ SPIN : http://spinroot.com/
Les programmes Promela des algorithmes vus en cours seront disponibles sur la page web

du cours : http://www.liafa.jussieu.fr/ ~francoisl/m1tpc.html

Remarque : l’instruction � await C � est ici �equivalente �a � while : C : skip; � . Il
s’agit d’une attente active o�u le processus testera r�eguli�erement la valeur de C tant que
celle-ci n’est pas �egale �a VRAI.

4 Probl�emes de section critique

Cette partie s’appuie en grande partie sur [1].
Les algorithmes pr�esent�es ne sont pas utilis�es� en vrai � (il existe des m�ecanismes de plus

haut niveau pour g�erer l’exclusion mutuelle) mais ils illustrent bien les m�ecanismes g�en�eraux
de la concurrence.

Le probl�eme. N (N � 2) processus ex�ecutent continuellement (on utilise une boucle in�-
nie) deux s�equences d’instructions :

{ la section non-critique (SNC)
{ la section critique (SC),

On compl�ete ces deux parties par un pr�e-protocole (�a ex�ecuter avant d’acc�eder �a la SC) et un
post-procole (�a ex�ecuter apr�es l’acc�es �a la SC).

Les propri�et�es de correction s’�enoncent (de mani�ere informelle) comme suit :
{ exclusion mutuelle : � au plus un seul processus peut être dans sa section critique �a

un instant donn�e � .
{ absence d'inter-blocage : � si plusieurs processus essaient en même temps d’acc�eder

�a leur section critique, alors un d’entre eux doit y parvenir � : ils ne peuvent pas se
bloquer mutuellement dans la phase de pr�e-protocole (voir ci-dessous).

{ absence de famine : � si un processus essaie d’entrer dans sa SC, alors il y parvien-
dra � .

{ attente born�ee : � si un processusP attend pour acc�eder �a sa SC, alors il y arrivera
et on peut borner le nombre de fois o�u d’autres processus pourront acc�eder �a leur SC
avant P � .

{ absence de privil�ege : il n’y a pas de rôle privil�egi�e pour un processus, chacun est
trait�e �a �egalit�e. . .

On peut d�e�nir d’autres propri�et�es sur ces algorithmes. Toutes ces propri�et�es ne sont pas
de même importance : la premi�ere { l’exclusion mutuelle { est la propri�et�e fondamentale de
ces algorithmes, et c’est une propri�et�e de sûret�e (on veut v�eri�er qu’une \mauvaise chose"
n’arrive pas) . L’absence de famine est �egalement une propri�et�e cl�e et c’est une propri�et�e de
vivacit�e (\quelque chose de bien doit arriver") .
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Notons aussi qu’il y a un lien entre l’absence d’interblocage, l’absence de famine et l’attente
born�ee :
att. born�ee ) abs. de famine ) abs. d’interblocage

Nous allons voir plusieurs algorithmes et pour chacun d’entre eux, on v�eri�era quelles
propri�et�es sont satisfaites.

Pour traiter ce probl�eme de section critique, nous allons faire des hypoth�eses importantes
que nous utiliserons par la suite pour prouver la correction de nos algorithmes.

Les hypoth�eses. Nous faisons les hypoth�eses suivantes :

1. Nous nous int�eressons aux processus structur�es de la mani�ere suivante :
Boucle in�nie de :
{ section non-critique
{ pr�e-protocole (le processusveut acc�eder �a la SC)
{ section critique (le processus y est arriv�e)
{ post-protocole (le processus a quitt�e sa SC)

2. On dispose d’un m�ecanisme de communication par variables partag�ees qui vont être
utilis�ees dans le pr�e-protocole et le post-protocole. Ces variables ne sont pas manipul�ees
en dehors (c’est-�a-dire dans la SC et la SNC).

3. La section critique ne bloque jamais (on �nit toujours par en sortir et par ex�ecuter le
post-protocole).
NB : cette hypoth�ese est assez naturelle et facile �a garantir si on suppose que la section
critique est une petite s�equence d’instructions �el�ementaires (contrairement �a la SNC).

4. La section non-critique peut �eventuellement bloquer (i.e. le processus peut s’arrêter ou
boucler) et dans ce cas le pr�e-protocole ne sera plus ex�ecut�e.

5 Algorithmes avec variables partag�ees et pour deux proces-
sus

5.1 Preuve par analyse du graphe d'�etats

On commence l’algorithmeA1 de la �gure 5.

int turn := 1 // variable partag�ee

-- Processus P1
loop forever :
p1: section NC
p2: await turn==1
p3: section critique
p4: turn:=2

-- Processus P2
loop forever :
q1: section NC
q2: await turn==2
q3: section critique
q4: turn:=1

Figure 5 { Algorithme A1

L’id�ee de l’algorithme est tr�es simple : �a chaque instant la variable turn d�esigne le num�ero
du processus dont c’est letour d’acc�eder �a la section critique. Un processus souhaitant acc�eder
�a la SC doit attendre son tour.
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L’instruction p2 de P1 est son pr�e-protocole etp4 est son post-protocole (pourP2, il s’agit
de q2 et q4).

Comment prouver que cet algorithme v�eri�e la propri�et�e d’exclusion mutuelle ? On peut
utiliser deux techniques : on peut montrer cette propri�et�e sur le graphe d’�etats de l’algorithme
(une inspection de ce graphe montrera que la propri�et�e est assur�ee) et on peut aussi utiliser
une preuve classique sur l’algorithme. Pour cet algorithme, nous allons utiliser la premi�ere
m�ethode. Pour l’algorithme suivant (algorithme de Dekker), nous utiliserons la seconde.

Construction du diagramme d'�etats. Un �etat de l’algorithme A1 contient :
{ un pointeur sur la prochaine instruction de P1,
{ un pointeur sur la prochaine instruction de P2,
{ la valeur de turn ,
{ et la valeur des di��erentes variables internes de P1 et P2 utilis�ees dans les sections

critiques et non-critiques.
Pour repr�esenter le comportement li�e au protocole, on peut oublier les variables autres que

turn (car elles n’ont pas d’e�et sur les propri�et�es �etudi�ees). On va donc repr�esenter un �etat
de l’algorithme par un triplet ( p; q; t) o�u p est un �el�ement de f p1; p2; p3; p4g, q un �el�ement de
f q1; q2; q3; q4g et t un �el�ement de f 1; 2g.

Le graphe d’�etats va contenir tous les �etats de cette forme et des transitions repr�esentant
l’ex�ecution de l’instruction p ou q et conduisant �a des �etats o�u les pointeurs ont �et�e mis �a jour
ainsi que la variable turn . Pour v�eri�er la propri�et�e d’exclusion mutuelle, il su�t de v�eri�er
qu’aucun �etat ( p3; q3; 1) ou (p3; q3; 2) n’est atteignable depuis l’�etat de d�epart ( p1; q1; 1).

Combien peut-il y avoir d’�etats dans le graphe ? 4� 4 � 2 = 32. On va le construire de
mani�ere incr�ementale en partant de l’�etat de d�epart. Cela donne le graphe de la �gure 6.

Dans ce diagramme d’�etats, nous avons pr�ecis�e pour chaque transition, si elle correspondait
au processusP1 ou au processusP2 en �etiquetant la transition avec 1 ou 2.

On peut remarquer que chaque �etat a toujours deux ou trois transitions sortantes : au
moins une correspond �a l’ex�ecution point�ee dans P1, et au moins une correspond �a celle de
P2. Comme nous ne savons pas si l’ex�ecution d’une section non-critique termine ou boucle,
c’est-�a-dire si son ex�ecution conduit �a l’instruction suivante ( p2 ou q2), nous sommes oblig�es
de consid�erer les deux possibilit�es : une boucle sur le même �etat (le pointeur restant enp1 ou
q1) ou une transition vers p2 ou q2. . . Les transitions de boucle en SNC sont indiqu�ees avec
des pointill�es.

Notons aussi qu’il n’y a que 16 �etats car les 16 autres ne sont pas accessibles depuis l’�etat
de d�epart.

Equit�e entre processus. Une ex�ecution de l’algorithme A1 correspond �a un chemin (in�ni)
dans le graphe d’�etats. Mais l’inverse n’est pas vrai : certains chemins in�nis du graphe ne
sont pas de � bonnes� ex�ecutions de l’algorithme. Par exemple, les chemins qui bouclent
in�niment dans un unique �etat avec une transition � pleine � correspondent �a une ex�ecution
in�nie soit du pr�e-protocole de P1 (pour les �etats de la forme (p2; � ; 2)), soit du pr�e-protocole
de P2 (pour les �etats de la forme (� ; q2; 1)). Or dans tous ces cas, cela signi�erait que l’un
des deux processus est syst�ematiquement empêch�e de progresser : ce serait toujours l’autre
qui aurait la main. Ce genre de situation n’est pas acceptable : on souhaite autoriser tous les
entrelacements possibles d’actions des deux processus mais pas l’exclusionad vitam aeternam
d’un des deux processus. . . Les ex�ecutions de A1 seront donc repr�esent�ees par les chemins

8



p1, q1, 1 p1, q2, 1

p2, q1, 1 p2, q2, 1

p3, q1, 1 p3, q2, 1

p4, q1, 1 p4, q2, 1

p1, q1, 2 p1, q2, 2

p2, q1, 2 p1, q3, 2

p2, q2, 2 p1, q4, 2

p2, q3, 2

p2, q4, 2

1, 2

1

2

2

2

1, 2

2

1

1

1

2

1 1
2

2

1 1
2

2

1 1
2

2

1 1
2

2

1 2

1
2

1
2

1
2

1

1

2

2
1

1

2

Figure 2 – Diagramme d’états de A1.

Equité entre processus. Une exécution de l’algorithme A1 correspond à un chemin (infini)
dans le graphe d’états. Mais l’inverse n’est pas vrai : certains chemins infinis du graphe ne
sont pas de ! bonnes " exécutions de l’algorithme. Par exemple, les chemins qui bouclent
infiniment dans un unique état avec une transition ! pleine " correspondent à une exécution
infinie soit du pré-protocole de P1 (pour les états de la forme (p2, −, 2)), soit du pré-protocole
de P2 (pour les états de la forme (−, q2, 1)). Or dans tous ces cas, cela signifierait que l’un
des deux processus est systématiquement empêché de progresser : ce serait toujours l’autre
qui aurait la main. Ce genre de situation n’est pas acceptable : on souhaite autoriser les
entrelacements d’actions des deux processus mais pas l’exclusion ad vitam aeternam d’un des
deux processus. . . Les exécutions de A1 seront donc représentées par les chemins équitables où
! un processus qui peut avancer, avancera un jour ". Dans le diagramme d’états de la figure 2,
les deux processus peuvent toujours exécuter une action, et donc les chemins équitables sont
les chemins infinis où il y a une infinité de transitions étiquetées par 1 et une infinité de

Figure 6 { Diagramme d’�etats de A1.

�equitables o�u � un processus qui peut avancer, avancera un jour� . Dans le diagramme
d'�etats de la �gure 6, les deux processus peuvent toujours ex�ecuter une action,
et donc les chemins �equitables sont les chemins in�nis o�u il y a une in�nit�e de
transitions �etiquet�ees par 1 et une in�nit�e de transitions �etiquet�ees par 2.

Etude des propri�et�es de l'algorithme. L’analyse du graphe d’�etats de A1 montre claire-
ment que les �etats (p3; q3; 1) et (p3; q3; 2) ne sont pas accessibles.La propri�et�e d'exclusion
mutuelle est donc v�eri��ee.

Qu’en est-il des autres propri�et�es ?
{ absence d'inter-blocage : les processus ne peuvent pas se bloquer mutuellement dans

la phase de pr�e-protocole.
Cette propri�et�e est aussi v�eri��ee : une analyse du graphe de la �gure 6 montre que
lorsque les deux processus sont ensemble dans leur phase de Pre-protocole, il y en a
toujours un qui peut acc�eder �a la SC : P1 si turn vaut 1, et P2 si turn vaut 2, sachant
que turn vaut toujours 1 ou 2.

{ absence de famine : La question est de savoir si �a tout moment lorsqu’un processus se
trouve dans son pr�e-protocole (i.e. quand il souhaite acc�eder �a sa SC), alors il y arrivera
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un jour.
On ne consid�ere ici que des ex�ecutions �equitables entre processus. Par exemple, on
exclut une ex�ecution qui bouclerait sur l’�etat ( p2; q2; 1) : car cette boucle consiste �a
ex�ecuter in�niment le test turn==2 du processusP2. Dans une ex�ecution �equitable,
apr�es un certain nombre (arbitrairement grand) de tours de boucle, le processusP1
�nira toujours par avancer en passant � await turn==1 � et acc�edera �a (p3; q2; 1).
Mais une analyse du graphe de A1 montre qu’il est possible de rester bloquer dans
l’�etat ( p1; q2; 1) tout en suivant une ex�ecution �equitable (car contenant �a la fois des
transitions du processusP1 en pointill�ees et des transitions du processusP2. . . ). Ce
sc�enario correspond au cas o�u le processusP1 ne sort pas de sa SNC et ne mettra
donc plus turn �a 2, ce qui empêcheP2 d’acc�eder �a sa SC ! On a bien sûr le même
ph�enom�ene pour P1 depuis l’�etat ( p2; q1; 2). On voir ici l’importance de l’hypoth�ese sur
la non-terminaison possible de la SNC.
Dans l'algorithme A1, il y a une famine est possible.

{ attente born�ee : Cette propri�et�e est clairement fausse puisqu’il peut y avoir famine. . .
{ absence de privil�ege : On peut consid�erer que le processusP1 est avantag�e car il est

sûr de pouvoir acc�eder au moins une fois �a sa SC contrairement �aP2.
Dans l’annexe A, on discute de plusieurs simpli�cations possibles pour le diagramme

d’�etats de A1.

5.2 Algorithme de Dekker

On consid�ere maintenant l’algorithme de Dekker (propos�e en 1964) qui est d�ecrit �a la
�gure 7. C’est, semble-t-il, le premier algorithme correct pour r�esoudre le probl�eme de section
critique dans ce cadre.

boolean D1 := False // variables partag�ees
boolean D2 := False
int turn := 1

-- Processus P1
loop forever :
p1: section NC
p2: D1 := True
p3: while (D2 == True) :
p4: if (turn == 2)
p5: D1 := False
p6: await (turn == 1)
p7: D1 := True
p8: section critique
p9: turn := 2
p10: D1:=False

-- Processus P2
loop forever :
q1: section NC
q2: D2 := True
q3: while (D1 == True) :
q4: if (turn == 1)
q5: D2 := False
q6: await (turn == 2)
q7: D2 := True
q8: section critique
q9: turn := 1
q10: D2:=False

Figure 7 { Algorithme de Dekker
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Id�ee de l'algorithme. Lorsque P1 veut acc�eder �a sa SC, il commence par mettreD1 �a
VRAI (signi�ant ainsi �a P2 son souhait d’y aller). Ensuite si P1 constate queP2 souhaite
aussi acc�eder �a sa SC (i.e. D2== True), alors il regarde qui est prioritaire (valeur de turn ) :
si c’est P2, il se met en attente de son tour (turn == 1) apr�es avoir signi��e �a P2 qu’il n’�etait
plus candidat �a la SC (en mettant D1�a FAUX). Apr�es avoir acc�eder �a sa SC, P1 mettra turn �a
2 (donnant donc la priorit�e �a P2) et remettant D1 �a FAUX.

Voici deux exemples de sc�enario pour l’algorithme de Dekker. Les �etats successifs du
syst�eme sont repr�esent�es ligne par ligne mais on ne note que les changements (de pointeur
d’instruction et/ou de variables) :

P1 P2 D1 D2 turn
1 p1 q1 ? ? 1
2 p2
3 p3 >
4 q2
5 p8
6 q3 >
7 q4
8 q5
9 q6 ?
10 p9
11 p10 2
12 q7
13 q3 >
14 p1 ?
15 q8

: : :

P1 P2 D1 D2 turn
1 p1 q1 ? ? 1
2 q2
3 q3 >
4 p2
5 p3 >
6 q4
7 p4
8 p3
9 q5
10 q6 ?
11 p8

: : :

Pour cet algorithme, nous allons d’abord prouver un premier lemme qui �enonce plusieurs
invariants dans lesquels on utilise les �etiquettes des instructions (p- ou q- ) pour indiquer la
position du pointeur de contrôle du processusP1 ou P2.

Lemme 1 Les trois propri�et�es suivantes sont des invariants de l’algorithme de Dekker :
{ turn == 1 _ turn == 2
{ (p3 _ p4 _ p5 _ p8 _ p9 _ p10) , D1== >
{ (q3 _ q4 _ q5 _ q8 _ q9 _ q10) , D2== >

Preuve : On montre que la propri�et�e est vraie au d�ebut et se maintient tout au long de
l’ex�ecution de l’algorithme.

Pour la premi�ere propri�et�e, le r�esultat est direct : turn est initialis�e �a 1, puis on ne lui
a�ecte que les valeurs 1 ou 2. . .

Pour les deux autres propri�et�es, on peut examiner chaque processus s�epar�ement car la
premi�ere propri�et�e ne porte que sur le processus P1 et la seconde que surP2. En e�et, la
variable D1n’est modi��ee que par P1 (et D2que par P2).

On construit donc le diagramme d’�etats de la �gure 8 qui d�ecrit les comportements pos-
sibles deP1 : chaque �etat du graphe contient la prochaine instruction de P1 �a ex�ecuter et la
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valeur courante deD1. Notons qu’avec un tel graphe, nous ne pouvons pas savoir le r�esultat
des tests surturn ou D2puisque leurs valeurs ne sont pas repr�esent�ees dans les �etats. Nous
sommes donc oblig�es de repr�esenter les deux possibilit�es (test vrai ou test faux) et faire partir
deux transitions di��erentes. Nous avons donc une approximation du comportement deP1 dans
la mesure o�u certaines ex�ecutions de ce graphe ne seraient pas forc�ement possibles dans le
graphe complet. Mais nous allons voir que malgr�e ces comportements suppl�ementaires, nous
avons bien toujours la propri�et�e recherch�ee sur la valeur de D1et les �etats de P1. Cela nous
permettra de conclure que la propri�et�e est vraie sur le � vrai � comportement deP1 (qui est
plus restreint).

avons bien toujours la propriété recherchée sur la valeur de D1 et les états de P1. Cela nous
permettra de conclure que la propriété est vraie sur le ! vrai " comportement de P1 (qui est
plus restreint).

p1, ⊥

p2, ⊥

p3, "

p4, "

p5, "

p6, ⊥ p7, ⊥

p8, "

p9, "

p10, "

Figure 8 – Diagramme d’états simplifié de P1.

On fait la même chose pour D2 et P2. !

Ce lemme peut aussi s’énoncer en utiliser l’opérateur ! de la logique temporelle pour
énoncer ! il est toujours vrai. . . ", on dira ainsi les propriétés suivantes sont vraies pour
algorithme :

– !
(

turn == 1 ∨ turn == 2
)

– !
(

(p3 ∨ p4 ∨ p5 ∨ p8 ∨ p9 ∨ p10) ⇔ D1 == "
)

– !
(

(q3 ∨ q4 ∨ q5 ∨ q8 ∨ q9 ∨ q10) ⇔ D2 == "
)

On en déduit le théorème :

Théorème 1 (Exclusion mutuelle de l’algorithme de Dekker)
L’exclusion mutuelle est assurée : on a !¬(p8 ∧ q8).

Preuve : Pour que le pointeur de P1 ! passe " en p8 , il faut que le programme soit sorti
de la boucle en p3, et donc que la variable D2 soit à False. Ce dernier point implique (par
le lemme précédent) que le pointeur de P2 se trouve en q1, q2, q6 ou q7. Et cela exclut qu’il
soit en q8.
On fait le même raisonnement pour le cas où le pointeur de P2 passe en q8 : on en déduit
alors que celui de P1 ne peut pas être en p8.

Il y a bien exclusion mutuelle dans la section critique. !

Maintenant, nous allons montrer l’absence d’interblocage : si les deux processus sont dans
leur pré-protocole, alors il ne peuvent pas y rester bloqués tous les deux. On fait une preuve
par l’absurde. Supposons qu’il existe un interblocage, alors les deux processus P1 et P2 sont
bloqués dans leur instructions p3,. . . ,p7 et q3. . . ,q7. Supposons que la variable turn vaille
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Figure 8 { Diagramme d’�etats simpli��e de P1 (avec la valeur deD1.

On fait la même chose pourD2et P2. 2

Ce lemme peut aussi s’�enoncer en utiliser l’op�erateur2 de la logique temporelle (voir
l’annexe B) pour �enoncer � il est toujours vrai. . . � , on dira ainsi les propri�et�es suivantes sont
vraies pour algorithme :

{ 2
�

turn == 1 _ turn == 2
�

{ 2
�

(p3 _ p4 _ p5 _ p8 _ p9 _ p10) , D1== >
�

{ 2
�

(q3 _ q4 _ q5 _ q8 _ q9 _ q10) , D2== >
�

On en d�eduit le th�eor�eme :

Th�eor�eme 1 (Exclusion mutuelle de l'algorithme de Dekker)
L’exclusion mutuelle est assur�ee : on a2 : (p8 ^ q8).

Preuve : Pour que le pointeur deP1 � passe� en p8 , il faut que le programme soit sorti
de la boucle enp3, et donc que la variableD2 soit �a False . Ce dernier point implique (par
le p5 p5 63



On fait le même raisonnement pour le cas o�u le pointeur deP2 passe enq8 : on en d�eduit
alors que celui deP1 ne peut pas être enp8.

Il y a bien exclusion mutuelle dans la section critique. 2

Th�eor�eme 2 Il n’y a pas d’interblocage dans l’algorithme de Dekker.

Preuve : Montrer l’absence d’interblocage consiste �a montrer que si les deux processus
sont dans leur pr�e-protocole, alors il ne peuvent pas y rester bloqu�es tous les deux. On fait
une preuve par l’absurde. Supposons qu’il existe un interblocage, alors les deux processusP1
et P2 sont bloqu�es dans leur instructions p3,. . . ,p7 et q3. . . ,q7. Supposons que la variable
turn vaille 1 (nous savons que cette valeur ne changera plus puisque les deux processus ne
pourront plus la modi�er avec leurs instructions p9 et q9). Dans ce cas,P1 boucle sur lewhile
et le if : P1 ex�ecutera pour toujours les instructions p3,p4,p3,. . . On a donc D1 �a True pour
tous les �etats, et la variable D2 doit être vraie in�niment souvent (pour permettre �a P1 de
tester correctement lewhile ). Que peut faire P2 ? Il ne peut pas être bloqu�e enq6 car sinon
cela empêcheraitD2 de prendre la valeur True in�niment souvent. P2 doit donc boucler en
q3, mais alors il doit ex�ecuter q4 et comme turn==1 , alors il se retrouve bloquer enq6, ce
qui est contradictoire avec la remarque pr�ec�edente.
Il n’y donc pas d’interblocage : si les deux processus ex�ecutent leur pr�e-protocole, alors un en
sortira. . . 2

Nous allons maintenant montrer l’absence de famine. Il s’agit donc de montrer que tout
processus qui entre dans son pr�e-protocole �nira par acc�eder �a sa section critique. Cette
propri�et�e s’�enonce 2 (p2 ) 3 p8) en logique temporelle. On a le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 3 L’algorithme de Dekker garantit l’absence de famine sous hypoth�ese d’�equit�e
entre processus et en supposant que toute section critique termine et conduit �a l’ex�ecution du
post-protocole. L’algorithme v�eri�e :

{ 2 (p2 ) 3 p8), et
{ 2 (q2 ) 3 q8)

Preuve : Supposons qu’il y ait une famine pourP1. Alors cela signi�e que P1 va rester
bloquer dans son pr�e-protocole. Que peut-il se passer pourP2 ?

{ Il ne peut pas bloquer dans le pr�e-protocole (car il n’y a pas d’interblocage, voir le
th�eor�eme 2).

{ Supposons qu’il bloque dans sa section non-critique. Soitt4 un instant o�u P2 est bloqu�e
dans sa SNC etP1 est bloqu�e dans son pr�e-protocole. Alors on aD2==False pour tous
les instants futurs (grâce au Lemme 1) . Donc siP1 boucle, ce n’est pas dû auwhile ,
mais au await (turn==1) (instruction p6). Donc turn==2 (pour toujours).
Soit t2 le dernier instant o�u P1 a ex�ecut�e l’instruction p3 (t2 < t 4) : en t2, on avait
D2==Trueet donc entre t2 et t4, le processusP2 a ex�ecut�e D2:=False (q10), soit t3 cet
instant.
Maintenant, nous savons qu’avant t3, P2 a e�ectu�e q9 mettant ainsi turn �a 1 (soit
t0 < t 3 cet instant) : comme turn vaut 2 en t4, il a fallu qu’apr�es t0, P1 ex�ecute p9 pour
mettre turn �a 2. . . soit t1 cet instant : on a t0 < t 3 et aussi t1 < t 2. D’o�u la �gure 9.
En t1, le pointeur de programme deP1 est donc enp9 et celui deP2 est enq10. On sait
de plus queD1==Trueet D2==True. Une telle con�guration ( p9; q10; 1; True; True) est
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Figure 9 { Sc�enario conduisant au blocage deP1 dans le pr�e-protocole avecP2 en SNC.

inaccessible si l’exclusion mutuelle est assur�ee (voir le lemme 2 ci dessous qui montre
ce point en d�etail). Ce cas est donc aussi impossible.
Le blocage deP1 alors queP2 reste dans sa section non-critique est donc impossible.

{ Supposons en�n queP2 ne bloque pas dans sa SNC : qu’il ex�ecute son protocole in�ni-
ment souvent. Mais alors apr�es avoir acc�ed�e �a sa SC, il mettra turn �a 1, donnant ainsi
la priorit�e �a P1. Cette valeur pour turn ne changera plus. Du coup,P1 ne peut plus être
bloqu�e en p6 et bouclera enp3p4p3p4. . . et D1sera �a True pour toujours. Mais alors P2
testera sonwhile et �nira bloqu�e en q6 ! Ce qui conduirait �a un interblocage, ce qui
n’est pas possible. . .

2

On utilise le lemme suivant dans la preuve d’absence de famine :

Lemme 2 Les con�gurations (p9; q10; turn = 1 ; D1= > ; D2= > ) ou (p9; q10; turn = 2 ; D1=
> ; D2= > ) sont inaccessibles dans le diagramme d’�etats de l’algorithme de Dekker.

Preuve : Pour le montrer il su�t de calculer les pr�ed�ecesseurs possibles pour ces con�gu-
rations (on omet la valeur deturn car elle n’est pas utile ici). Notons d’abord que les derni�eres
instructions e�ectu�ees par P1 sont p3� p8� p9, et celles deP2 sont q3� q8� q9� q10. La �gure 10
contient ce graphe d’�etats construits � en arri�ere � �a partir de ( p9; q10; � ; D1= > ; D2= > ).

A chaque �etat on associe les deux transitions entrantes correspondant �a l’ex�ecution d’une
instruction de P1 ou P2. Une transition en pointill�ee est une transition impossible �a franchir.

Une analyse du graphe montre bien que de tous les chemins menant �a une con�guration
de la forme (p9; q10; � ; > ; > ) passe par un con
it en section critique (p8; q8; : : :), ce qui est
exclu par le th�eor�eme 1.

2

Il n’y a donc pas de famine, ni d’interblocage. Le protocole v�eri�e-t-il l’attente born�ee ? Oui
car un processus P peut se faire doubler au plus une fois : il se fait doubler si la variableturn
lui est � d�efavorable � mais alors l’autre processus Q modi�eturn de mani�ere �a avantager
P. . .
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inaccessible si l’exclusion mutuelle est assurée (voir le lemme 2 ci dessous qui montre
ce point en détail). Ce cas est donc aussi impossible.
Le blocage de P1 alors que P2 reste dans sa section non-critique est donc impossible.

– Supposons enfin que P2 ne bloque pas dans sa SNC : qu’il exécute son protocole infini-
ment souvent. Mais alors après avoir accédé à sa SC, il mettra turn à 1, donnant ainsi
la priorité à P1. Cette valeur pour turn ne changera plus. Du coup, P1 ne peut plus être
bloqué en p6 et bouclera en p3p4p3p4. . . et D1 sera à True pour toujours. Mais alors P2
testera son while et finira bloqué en q6 ! Ce qui conduirait à un interblocage, ce qui
n’est pas possible. . .

!

On utilise le lemme suivant dans la preuve d’absence de famine :

Lemme 2 Les configurations (p9, q10, turn = 1, D1 = !, D2 = !) ou (p9, q10, turn = 2, D1 =
!, D2=!) sont inaccessibles dans le diagramme d’états de l’algorithme de Dekker.

Preuve : Pour le montrer il suffit de calculer les prédécesseurs possibles pour ces configu-
rations (on omet la valeur de turn car elle n’est pas utile ici). Notons d’abord que les dernières
instructions effectuées par P1 sont p3 ·p8 ·p9, et celles de P2 sont q3 ·q8 ·q9 ·q10. La figure 10
contient ce graphe d’états construits ! en arrière " à partir de (p9, q10, −, D1 = !, D2 = !).

A chaque état on associe les deux transitions entrantes correspondant à l’exécution d’une
instruction de P1 ou P2. Une transition en pointillée est une transition impossible à franchir.

p9, q10, −, !, !

p8, q10, −, !, ! p9, q9, −, !, !

p3, q10, −, !, ! p8, q9, −, !, ! p9, q8, −, !, !

p3, q9, −, !, ! p8, q8, −, !, ! p9, q3, −, !, !

1 2

test faux !1

2 1
2

test faux !1

2
1

test faux !

2

Excl. mutuelle !

Figure 10 – Graphe ! arrière " depuis (p9, q10, −, !, !) – algorithme de Dekker.
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Figure 10 { Graphe � arri�ere � depuis (p9; q10; � ; > ; > ) { algorithme de Dekker.

5.3 Algorithme de Peterson

L’algorithme de Peterson est plus simple et plus r�ecent (1981) que l’algorithme de Dekker.
Il est d�ecrit dans la �gure 11.

boolean D1 := False // variables partag�ees
boolean D2 := False
int turn := 1

-- Processus P1
loop forever :
p1: section NC
p2: D1 := True
p3: turn := 2
p4: await (D2==False OR turn==1)
p5: section critique
p6: D1:=False

-- Processus P2
loop forever :
q1: section NC
q2: D2 := True
q3: turn := 1
q4: await (D1==False OR turn==2)
q5: section critique
q6: D2:=False

Figure 11 { Algorithme de Peterson
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Id�ee de l'algorithme. Lorsque le processusP1 veut acc�eder �a sa SC, il le signale en mettant
D1�a � VRAI � puis donne la priorit�e �a l’autre processus P2, et ensuite v�eri�e avant d’acc�eder
�a sa SC, queP2 ne veut pas y aller (D2== False ) ou alors qu’il (P1) est prioritaire.

On a :

Th�eor�eme 4 (Exclusion mutuelle de l'algorithme de Peterson)
L’exclusion mutuelle est garantie : on a2 : (p5 ^ q5).

Preuve : Supposons queP1 soit d�ej�a dans sa SC lorsque P2 acc�ede �a sa SC. On a
alors D1==D2==True(NB : la valeur de D1 n’est modi�able que par P1 et celle deD2 n’est
modi�able que par P2 : on peut donc connâ�tre directement leur valeur en fonction du pointeur
d’instruction des deux processus). Donc, siP2 acc�ede �a sa SC, c’est queturn vaut 2. Quel
test a pu permettre �a P1 d’acc�eder dans sa SC ?

{ D2 == False? Mais alors P2 a (depuis l’arriv�ee de P1 en SC) fait � D2:=True � puis
� turn:=1 � et personne n’a pu changer cette valeur et donc lui permettre d’acc�eder �a
la SC. . .

{ turn == 1 ? L�a encore, P2 a modi��e turn apr�es la modi�cation ( � turn:=2 � ) de P1 et
donc turn vaut toujours 1 lorsque P2 veut acc�eder �a sa SC et donc il ne peut y arriver.

Donc P2 ne peut pas rejoindreP1. . . 2

Il n’y a pas d’interblocage des processus lors du pr�e-protocole. En e�et, si il y avait un tel
blocage, cela signi�erait queP1 serait en attente de � D2==False OR turn==1� et P2 serait
en attente de � D1==False OR turn==2� , on en conclut que dans cette situation on aurait
� D1==True� , � D2==True� et surtout � turn!=1 � et � turn!=2 � , ce qui n’est clairement
pas possible !

On en d�eduit :

Th�eor�eme 5 L’algorithme de Peterson garantit l’absence de famine sous hypoth�ese d’�equit�e
entre processus et en supposant que toute section critique termine et conduit �a l’ex�ecution du
post-protocole. L’algorithme v�eri�e :

{ 2 (p2 ) 3 p5), et
{ 2 (q2 ) 3 q5)

Preuve : Supposons queP1 soit en situation de famine. Il a donc ex�ecut�e p2, puis p3
(l’�equit�e en processus garantit sa progression) et arrivera enp4 o�u il restera bloqu�e sur le
await . Si il est bloqu�e �a ce stade, c’est que l’on a (D2==True^ turn==2 ) lors des tests du
await . Cela signi�e que la valeur deD1 restera �a True pour toujours (P1 est bloqu�e), tandis
que turn devra valoir 2 et D2 Truein�niment souvent (�a chaque fois que P1 testera la condition
de sonawait ). Mais si la variable D2 est �a True, c’est que le processusP2 se trouve enq3,
q4, q5 ou q6 :

{ de q3, il irait en q4 (�equit�e entre processus) et mettrait turn �a 1 avant de bloquer en
q4 et laisser passerP1, ce qui est contradictoire avec l’hypoth�ese de d�epart. . . Ce n’est
donc pas possible.

{ en q4, il franchirait le await si turn vaut 2, et passerait enq5 ;
{ de q5, il irait en q6 (car la SC termine) ; et
{ de q6, il �nirait par mettre D2�a False et arriverait en q1. De l�a, P2 ne peut pas bloquer

en SNC car alorsD2resterait �a False pour toujours et cela contredirait l’hypoth�ese du
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blocage deP1 en p4. . . Donc P2 ex�ecutera q2 puis q3 et on retombe sur le premier cas
qui contredit l’hypoth�ese.

On a donc vu que dans tous les cas,P2 ne peut pas assurer le fait d’avoir in�niment souvent
(D2==True^ turn==2 ). Il n’y a donc pas de famine pourP1. 2

Le protocole v�eri�e-t-il l’attente born�ee ? Oui : un processus P peut se faire doubler au
plus une fois (il se fait doubler si il ex�ecute son pr�e-protocole juste apr�es le processus Q et
modi�e la variable turn pour lui donner l’avantage, mais alors l’autre processus Q, apr�es avoir
atteint sa SC, modi�era turn de mani�ere �a avantager P. . . ).

Dans l’algorithme de Dekker, il n’y a pas vraiment de rôle privil�egi�e pour un processus,
même si l’initialisation de la variable turn donne un l�eger avantage �a P1. Et dans l’algorithme
de Peterson, il n’y a strictement aucun privil�ege : l’initialisation de la variable n’in
ue pas
sur le comportement de l’algorithme (pourquoi ?).
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6 Algorithmes distribu�es pour n processus

6.1 De 2 �a n : les tournois

Ici nous allons voir une id�ee propos�ee par G.L. Peterson et M.J. Fischer en 1977 pour
passer d’un algorithme de section critique pour2 processus �a un algorithme pourn processus
(voir [4]). L’id�ee repose sur une approche \diviser-pour-r�egner".

Supposons que l’on dispose den = 2 k processus :P0, P1,. . . , Pn � 1. On va faire un tournoi
�a log( n) ( i.e. k) tours. Apr�es le premier tour, il ne reste que n

2 processus (bien sûr chaque
comp�etition entre deux processus est r�egie par l’algorithme de section critique pour deux
processus dont on dispose : ici on va utiliser l’algorithme de Peterson), puis apr�es le second
tour il ne reste que n

4 processus,etc.
On num�erote les tours de 0 �a log(n) � 1 selon la �gure 12(a).

Figure 12 { Organisation du tournoi

Chaque comp�etition est rep�er�ee par un niveau ‘ et un num�ero k : ‘ 2 f 0; : : : ; log(n) � 1g et
k 2 f 0; : : : ; 2log(n) � 1� ‘ � 1g. Pour chaque comp�etition, on va utiliser l’algorithme de Peterson
et on doit donc disposer de l’�equivalent des variables partag�eesturn , D1et D2, pour cela on
utilise :

{ turn [‘; k ] : qui est prioritaire ?
{ D[‘; 2k] : est-ce que le processus de gauche veut acc�eder �a la SC ?
{ D[‘; 2k + 1] : est-ce que le processus de droite veut acc�eder �a la SC ?
De plus, chaque processusPi doit pouvoir se rep�erer et savoir �a tout moment �a quel niveau

il se trouve et si il correspond au \processus gauche" ou au \processus droit" du tournoi en
cours a�n de pouvoir interpr�eter correctement la valeur de turn [‘; k ]. Pour chaque processus
Pi , on a donc aussi les variables locales suivantes :

{ ‘ : le niveau de la comp�etition en cours ;
{ k : le noeud correspondant �a la comp�etition en cours au niveau‘ ; et
{ id 2 f 1; 2g : indiquant si Pi est le processus de gauche (i.e. joue le rôle de P1 dans

l’algorithme de Peterson) ou si c’est le processus de droite (i.e. joue le rôle deP2).
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Algorithme Pi
loop forever :
Section NC1

k := i2

pour ‘ = 0 : : : log(n) � 1 faire3

id := ( k%2) + 14

k := bk
2c5

D[‘; 2k + ( id � 1)] := true6

turn [‘; k ] := 3 � id7

await (: D[‘; 2k + 2 � id ] _ turn [‘; k ] == id )8

Section critique9

pour ‘ = log( n) � 1 : : : 0 faire10

D[‘; b i
2‘ c] := false11



Preuve : Si un processusP commence �a ex�ecuter son pr�e-protocole et se retrouve bloqu�e
�a un noeud ( ‘; k ), alors il deviendra prioritaire d�es que le processus responsable du blocage
�a ce noeud aura ex�ecut�e son post-protocole. L’�equit�e entre processus lui assurera alors de
franchir le noeud (‘; k ). 2

Mais l'attente n'est pas born�ee : pendant qu’un processus est bloqu�e en (‘; k ), d’autres
processus peuvent acc�eder �a leur SC un nombre arbitrairement grand de fois. Sur l’exemple
pr�ec�edent, on peut imaginer que P0 est bloqu�e en (0; 1), et pendant ce temps les processus
P2, P3,. . . , P7 peuvent acc�eder �a leur SC un nombre de fois arbitrairement grand (le noeud
(0; 1) n’est pas utilis�e pendant toute cette p�eriode). Bien sûr cela suppose queP0 est tr�es tr�es
lent (arbitrairement lent !).

6.2 Avec des variables propres : l'algorithme de la boulangerie

On s’int�eresse �a des probl�emes faisant intervenir n � 2 processus.
A pr�esent nous n’utiliserons plus des variables partag�ees (comme la variableturn des al-

gorithmes de Dekker ou Peterson, que chaque processus peut lire et modi�er. Ici les di��erents
processus ne pourront communiquer que par des variablespropres ou � Multiple-Readers/Single-
Writer � : une telle variable peut être lue par tous les processus mais elle ne peut être modi��ee
que par un seul processus.

Notons que ce m�ecanisme permet �a chaque processusP d’obtenir des informations sur
l’�etat d’un autre processus Q (par la lecture des variables propres deQ) mais cela ne lui
permet pas d’in
uer directement sur ces �etats (impossible de modi�er ces variables). On est
donc dans une con�guration di��erente des premiers algorithmes pr�esent�es o�u les processus
partageait r�eellement et compl�etement des variables.

Nous allons �etudier l’algorithme de la Boulangerie (Bakery algorithm) propos�e par Lam-
port en 1974. L’id�ee de cet algorithme est assez classique et on le retrouve dans les gares, les
bureaux de poste, l’administration : Il su�t de choisir un num�ero sup�erieur �a celui de toutes
les personnes d�ej�a en attente, puis d’attendre su�samment longtemps pour que ce num�ero
devienne le plus petit des num�eros des personnes en attente. . .

La �gure 13 pr�esente l’algorithme de la Boulangerie. Les tableauxChoosing et Nbsont des
variables propres : chaque �el�ement est lisible par tous les processus mais seul le processusi
peut modi�er les i -�eme �el�ements de ces tableaux (c.-�a-d. Choosing[i] et Nb[i] appartiennent
�a Pi ).

Dans cet algorithme on doit calculer leMax de tous les num�eros utilis�es par les proces-
sus. Cette op�eration n’est pas consid�er�ee comme une op�eration atomique: on peut donc avoir
plusieurs max qui se calculent en même temps et obtenir le même num�ero pour chacun de
ces calculs. Comme l’algorithme repose sur l’id�ee que le num�ero minimal est prioritaire, on
r�esout les � �egalit�es � en consid�erant les num�eros de processus (on suppose que ces num�eros
sont uniques) dans la relation d’ordre, on d�e�nit ainsi la relation << sur les paires d’entiers :

(n; i ) << (n0; i 0) ,
�

(n < n 0) _ (n == n0 ^ i < i 0)
�

Notons que sii 6= i 0 on a toujours (n; i ) << (n0; i 0) ou (n0; i 0) << (n; i ).
On notera pX( i ) le fait que le processusPi se trouve �a la X -�eme instruction.
L’algorithme de la Boulangerie garantit l’exclusion mutuelle :
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Algorithme de la Boulangerie
boolean Choosing[1..n] := False // variables propres
int Nb[1..n] := 0

-- Processus Pi
loop forever :
p1: section NC
p2: Choosing[i] := True
p3: Nb[i] := Max(Nb[1..n])+1
p4: Choosing[i] := False
p5: For j =1..n : if j != i :
p6: await Choosing[j]==False
p7: await Nb[j]==0 or (Nb[i],i) << (Nb[j],j)
p8: section critique
p9: Nb[i] := 0

Figure 13 { Algorithme de la Boulangerie

Th�eor�eme 8 L’algorithme de la Boulangerie assure l’exclusion mutuelle de la section cri-
tique : la propri�et�e 2

^

i 6= j

: (p8( i ) ^ p8( j ) )

Preuve : On va montrer que lorsquePi arrive en section critique, aucun autre processus
ne peut d�ej�a s’y trouver.

Supposons quePi atteigne sa SC au tempst2. Soit Pk un autre processus (k 6= i ).
On veut montrer que Pk n’est pas en SC au tempst2.

Puisque Pi est en SC au tempst2, c’est qu’il a franchi, lors de l’it�eration j = k de la
boucle for , son instruction p6 (soit t0 cet instant o�u Choosing[k]==False ) et son instruction
p7 (soit t1 cet instant o�u l’on a Nb[k]==0 or ((Nb[i],i) << (Nb[k],k)) ). On a bien sûr
t0 < t 1 < t 2.

O�u peut être Pk �a l’instant t0 ? Il y a deux cas :
{ en p1 ou enp2 : lorsquePk essaiera d’entrer en SC, son num�ero sera forc�ement sup�erieur

strictement �a Nb[i] car la valeur deNb[i] sera prise en compte dans le calcul du max.
Et donc Pk ne pourra ni doubler, ni rejoindre rejoindre Pi dans la SC.

{ en p5, p6, p7, p8 ou p9 : Dans ce cas, on distingue deux autres cas selon la valeur du
test (Nb[k],k]) << (Nb[i],i) �a l’instant t0 :
{ (Nb[k],k]) << (Nb[i],i) : alors Nb[k] sera obligatoirement remis �a z�ero avant

l’instant t1 (o�u Pi franchit p7 en examinant Pk ) et on se ram�ene au cas pr�ec�edent
avecPk en p1 ou p2, ou au cas suivant avec(Nb[i],i] << (Nb[k],k) . . .

{ (Nb[i],i]) << (Nb[k],k) : alors dans ce cas,Pk ne peut pas franchir son instruction
p7 lors de son examen dePi avant que Pi ne remette Nb[i] �a z�ero, c’est �a dire en
sortant de la SC. DoncPk ne peut acc�eder �a sa SC entret0 et t2.
Il reste donc �a v�eri�er que Pk n’a pas pu acc�eder �a sa SC avantt0 (et y être toujours).
Si cela �etait le cas, alorsPk serait arriv�e dans la SC apr�es son choix deNb[k] . Or au
moment du choix deNb[k] , le calcul deNb[i] a d�ej�a commenc�e (ou même termin�e)
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car Nb[k] est sup�erieur ou �egal �a Nb[i] et donc lorsquePk examineraPi lors de son
instruction p7, il ne pourra pas la franchir avant Pi et donc il ne peut pas acc�eder �a
sa SC avant t0.

Il n’y a donc pas de possibilit�e o�u Pi rejoigne un autre processus en SC. 2
Il n’y a pas d’interblocage car le processus bloqu�e avec le plus petit num�ero (et, en cas

d’�egalit�e, ayant le plus petit indice) passera en SC. L’absence de famine utilise le même
argument :

Th�eor�eme 9 L’algorithme de la Boulangerie garantit l’absence de famine sous hypoth�ese
d’�equit�e entre processus et en supposant que toute section critique termine et conduit �a
l’ex�ecution du post-protocole. L’algorithme v�eri�e : 2

^

i

(p2( i ) ) 3 p8( i ) ).

Preuve : Consid�erons le cas du processusPi . Lorsque Pi commence �a ex�ecuter son pr�e-
protocole, il ex�ecute p2, puis p3 (ce calcul termine. . . ), puis p4 et commence les it�erations de
p6 et p7. Il ne peut bloquer qu’en p7 (car tous les calculs deMaxterminent). Supposons que
Pi bloque enp7 �a l’it�eration j , donc sur l’instruction :

await( Nb[j]==0 or (Nb[i],i) << (Nb[j],j) )

Comme il n’y a pas d’interblocage, les processus ayant des num�eros plus prioritaires quePj
�niront par acc�eder puis quitter leur SC, et Pj acc�edera un jour �a sa SC (avant Pi ), puis :

{ soit Pj restera en section non-critique et alorsNb[j]==0 , ce qui lib�erera Pi de son
blocage. . .

{ soit Pj r�eex�ecutera son pr�e-protocole mais alors le num�ero Nb[j] qu’il choisira sera
strictement sup�erieur �a Nb[i] et donc l�a aussi, Pi sera d�ebloqu�e. . .

2

L’algorithme de la Boulangerie assure aussi une attente born�ee : le nombre de processus
qui peuvent passer devantPi apr�es que Pi ait demand�e �a acc�eder �a sa SC et calcul�e son Nb,
est born�e par n � 1 : apr�es un �eventuel acc�es �a la SC, tout processusPj se verra attribuer (si
il demande �a y retourner) un num�ero sup�erieur �a celui de Pi . . .

Un inconv�enient de l’algorithme de la Boulangerie est soulign�e dans l’exercice ci-dessous :
les num�eros renvoy�es par le Max peuvent crô�tre ind�e�niment. Il existe des am�eliorations de
l’algorithme de la Boulangerie qui �evitent ce probl�eme.

Exercice 1 Montrer que les num�eros utilis�es par l’algorithme de la Boulangerie ne sont pas
born�es. Donner un exemple.
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7 Algorithmes distribu�es utilisant des messages

Maintenant nous allons consid�erer le cas des algorithmes distribu�es communiquant par
envois/r�eceptions de messages. Nous consid�erons des communicationsasynchrones : un envoi
de message est suivi (plus tard) par une r�eception.

Les di��erents processus sont distribu�es sur di��erentes machines (on parle de sites), chacun
a sa m�emoire locale qu’il ne partage pas avec les autres. Chaque processus peut envoyer des
messages �a n’importe quel autre processus : un message est typ�e (sa structure est �x�ee).
L’envoi de messages de la part d’un processusP permet de signaler aux autres processus des
changements dans l’�etat deP .

Sur chaque site, on va distinguer deux parties du processus : une sera charg�ee de repr�esenter
l’activit�e du processus (pour acc�eder �a la SC) et l’autre sera charg�ee de la r�eception des mes-
sages des autres processus. Ces deux parties �evoluent en parall�ele (en partageant la m�emoire
du site).

Nous allons faire les hypoth�eses suivantes :
{ un site ne peut pas s’arrêter compl�etement : il doit toujours être capable d’envoyer et

recevoir des messages ;
{ chaque site peut envoyer (et recevoir) des messages �a (de) n’importe quel autre site ;
{ les canaux sont �ables : aucun message n’est perdu ;
{ le temps de communication (le d�elai s�eparant l’envoi de la r�eception d’un message) est

arbitraire (mais �ni !).

7.1 Algorithme de Lamport (1978)

Hypoth�eses. Dans cet algorithme (voir par exemple [2]), on ne connâ�t pas le temps
n�ecessaire �a la transmission d’un message (entre son envoi et sa r�eception), mais on sup-
pose toujours qu’entre deux processus donn�es, deux messages ne peuvent pas se doubler: si
Pi envoie un messageM 1 �a Pj , puis un autre messageM 2, alors on sait quePj recevra d’abord
M 1 puis M 2.

Id�ee de l'algorithme. Chaque processusPi dispose d’une horloge localeci (ce m�ecanisme
est expliqu�e ci-dessous) que l’on va utiliser pour dater les messages. Un processus qui veut
acc�eder �a sa section critique va signaler son intention �a tous les autres processus en envoyant un
messagerequest accompagn�e de la valeur de son horloge locale. Chaque processus souhaitant
acc�eder �a la SC dispose donc de toutes les demandes en cours des autres processus et sait si sa
propre demande est la plus ancienne ou non : pour acc�eder �a la SC, il su�t �a Pi d’attendre que
sa demande soit la plus ancienne de toutes les demandes en cours. Et bien-sûr tout processus
quittant la SC doit le signaler avec un messagerelease adress�e �a tous les processus.
Comme dans cet algorithme, on ne connâ�t pas le temps n�ecessaire �a la transmission d’un
message, il faut v�eri�er, avant d’acc�eder �a la SC, qu’aucun message � ancien � n’est en
cours de transmission, pour cela on impose au processus acc�edant �a la SC d’avoir re�cu un
message� r�ecent � de la part de tous les autres processus. A�n de garantir l’�emission de
messages r�ecents (autres que les demandes d’acc�es ou les lib�erations de SC), on demande �a
chaque processus d’envoyer un accus�e de r�eceptionack �a chaque fois qu’il re�coit une demande
request d’un autre processus.
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Evolution des horloges locales. Un probl�eme courant dans les algorithmes distribu�es
est d’ordonner les di��erents �ev�enements (envoi ou r�eception de messages) : chaque processus
a une vision locale qu’il se construit �a partir de son comportement et des messages re�cus.
Chaque processus de l’algorithme va disposer d’une horloge locale qui est incr�ement�ee de 1 �a
chaque envoi de messages. Mais ce m�ecanisme peut engendrer un d�ecalage tr�es grand entre
les valeurs des horloges des di��erents processus. Pour limiter ce d�ecalage, on impose �a chaque
processusPi qui re�coit un message dePj dat�e par la valeur t (t est la date locale �a Pj au
moment de l’envoi du message) de comparer la valeur de son horlogeci �a t : si ci < t alors
Pi met �a jour son horloge avec la valeurt. De plus, Pi incr�ementera son horloge apr�es chaque
envoi (ou di�usion group�ee) et r�eception de messages.

Description de l'algorithme. Tout d’abord, on pr�ecise les objets manipul�es par les proces-
sus. Les horloges sont des entiers positifs. Les messages seront des triplets (type; val. d’horloge;
num. de proc.) o�u le type peut être request , release ou ack. Chaque processus dispose d’un
tableau F[1..n] pour stocker les derniers messages� importants � (voir ci-dessous) arriv�es
pour chaque processus. Dans sonF[i] , le processusPi stockera son dernier message de type
request ou release .

Lorsque Pi re�coit un message (request ; t; j ) ou (release ; t; j ), il le stocke enF[j] . Lors-
qu’il re�coit un message (ack; t; j ), il le stocke en F[j] seulement siF[j] ne contient pas de
message de typerequest .

Notons que les dates des messages contenus dansF[j] sont croissantes (pour tout j ) : un
message avec une datet est remplac�e par un message avec une datet0 telle que t < t 0.

La description de l’algorithme se trouve dans les �gures 14 et 15. On distingue la partie
� gestion des r�eceptions de messages� (�gure 15) du reste de l’algorithme (�gure 14).

On note Send(request,c,i) -> j l’envoi du message(request,c,i) au processusj . La
fonction type(m,t,k) retourne le type mdu message et la fonctiondate(m,t,k) retourne la
date t associ�ee �a un message.

Algorithme de Lamport (1978)

-- Processus Pi
Message F[1..n] := nil
int c := 0
loop forever :
p1: section NC
p2: { for all j != i : Send(request,c,i) -> j
p3: F[i] := (request,c,i)
p4: c := c+1 }
p5: await [ (date(F[i]) << date(F[j]) for all j != i ]
p6: section critique
p7: { for all j!=i : Send(release,c,i) -> j
p8: F[i] := (release,c,i)
p6: c := c+1 }

Figure 14 { Algorithme de Lamport 1978
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Algorithme de Lamport (1978) -- gestion des RECEPTIONS du processus Pi

case (request,t,j) :
{ if (t > c) : c:=t

c := c+1
F[j] := (request,t,j)
Send(ack,c,i) -> j }

case (release,t,j) :
{ if (t > c) : c:=t

c := c+1
F[j] := (rel,t,j) }

case (ack,t,j) :
{ if (t > c) : c:=t

c := c+1
if (type(F[j]) != request) : F[j] := (ack,t,j) }

Figure 15 { Algorithme de Lamport 1978 { gestion des r�eceptions

Remarque : Dans le code des �gures 14 et 15, on utilise des� f : : :g � pour d�esigner des
instructions que l’on fait de mani�ere atomique localement : le code de la partie principale
et celui de la gestion des r�eceptions d’un même processus ne peuvent pas alors s’entremêler
(pour garantir cette exclusion mutuelle on peut utiliser les algorithmes vus pr�ec�edemment
bas�e sur le partage de la m�emoire comme Peterson). On verra pourquoi cette hypoth�ese est
n�ecessaire.

L’algorithme de Lamport-1978 assure l’exclusion mutuelle :

Th�eor�eme 10 L’algorithme de Lamport 1978 assure l’exclusion mutuelle de la section cri-
tique : la propri�et�e 2

^

i 6= j

: (p6( i ) ^ p6( j ) ) est v�eri��ee.

Preuve : Supposons que les processusPi et Pj soient au même moment enp6. Supposons
qu’�a cet instant, on ait date(F i [i]) << date(F j [j]) o�u Fk d�esigne le tableau du processus
k. Alors c’est le processusPj qui n’a pas respect�e le protocole. En e�et, Pj a envoy�e une
requête au tempst, et Pi a lui envoy�e une requête au tempst0 avec t0 < t ou (t = t0^ i < j )
(i.e. (t0; i ) << (t; j )). Si Pj acc�ede �a sa SC, c’est qu’il a stock�e un message� r�ecent � de tous
les processus, et donc en particulier dePi , dans sonFj [i] , ce message est de la forme :

{ (request, t00,i) ou (release, t00,i) avec (t; j ) << (t00; i ) : alors on a t0 < t 00, le pro-
cessusPi a donc envoy�e le message(request, t00,i) ou (release, t00,i) apr�es le
message(request, t0,i) : d’apr�es le code du processusPi , il n’est pas possible que
(request, t0,i) soit encore stock�e dansdate(F i [i]) . . .

{ (ack,t’’,i) avec (t; j ) << (t00; i ) : alors on sait que le message(request, t0,i) a �et�e
re�cu par Pj avant (ack,t’’,i) (car par hypoth�ese les messages ne se doublent pas). Or
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si ce dernier message a �et�e stock�e dansdate(F j [i]) c’est qu’il n’y avait pas de message
de type request (voir la gestion des r�eceptions) dans Fj mais un messagerelease
signi�ant que Pi avait quitt�e sa SC.

2

Exercice 2 { Montrer qu’il n’y a pas d’interblocage.
{ Montrer qu’il n’y a pas de famine.
{ Et l’attente born�ee ?
{ Combien de messages sont n�ecessaires pour l’acc�es d’un processus �a la section critique ?

Pour quelles propri�et�es, on utilise le m�ecanisme de � synchronisation � des horloges (mise
�a jour avec les valeurs d’horloges re�cues dans les messages) ?

7.2 Algorithme de Ricart-Agrawala (1981)

L’id�ee de cet algorithme est assez proche de l’algorithme pr�ec�edent mais on va essayer de
r�eduire le nombre de messages n�ecessaires �a l’acc�es de la section critique : lorsqu’un processus
Pi communique �a Pj son souhait d’acc�eder �a la SC, Pj ne lui retourne un accus�e de r�eception
ok que si Pj ne souhaite pas y acc�eder ou siPj n’est pas prioritaire (voir ci dessous). Dans
le cas o�u Pj ne r�epond pas tout de suite, il le fera apr�es avoir acc�ed�e �a la SC (il utilise un
tableau Waiting pour stocker la liste des processus �a qui il doit envoyer unok plus tard).

La priorit�e d’un processus est �etablie par un num�ero que chaque processus choisit lorsqu’il
souhaite acc�eder �a sa SC. Plus ce num�ero est petit, plus sa demande d'acc�es �a la SC
est prioritaire. Ce num�ero est choisi sup�erieur �a tous les autres num�eros que le processus a
vu pour le moment (on utilise pour cela une variablemaxnb).

Un processus n’acc�ede alors �a sa SC que lorsqu’il a re�cu un accord explicite de tous les
autres processus (N � 1 messages).

Cet algorithme utilise deux types de message :request (comme pr�ec�edemment) et ok qui
sert �a donner son accord �a un processus pour qu’il acc�ede �a la SC. Notons en�n qu’ici nous ne
faisons pas l’hypoth�ese que les messages arrivent dans l’ordre : siPi envoi un premier message
�a Pj , puis un second, alors l’ordre d’arriv�ee n’est pas �x�e.

Remarque : Dans le code des �gures 16 et 17, on utilise des� f : : :g � pour d�esigner des
instructions que l’on fait de mani�ere atomique : le code de la partie principale et celui de
la gestion des r�eceptions ne peuvent pas alors s’entremêler (pour garantir cette exclusion
mutuelle on peut utiliser les algorithmes vus pr�ec�edemment bas�e sur le partage de la m�emoire
comme Peterson). On verra pourquoi cette hypoth�ese est n�ecessaire.

Th�eor�eme 11 L’algorithme de Ricart-Agrawala assure l’exclusion mutuelle de la section cri-
tique (sous hypoth�ese de respect des blocs atomiques mentionn�es dans l’algorithme) : la pro-
pri�et�e 2

^

i 6= j

: (p7( i ) ^ p7( j ) ) est v�eri��ee.

Preuve : Supposons quePi et Pj se trouvent ensemble dans leur section critique. Il se
sont donc chacun envoy�es un messageok. Ils ont aussi chacun choisit une priorit�e : pr i pour
Pi et pr j pour Pj .

Pour Pi on distingue les dates suivantes :
{ t0

i o�u Pi choisit son num�ero pr ;
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Algorithme de Ricart-Agrawala

-- Processus Pi
boolean Waiting[1..n] := False
boolean reqCS :=False
int pr := 0
int maxpr := 0 // plus grand numero re�cu
int nba:=0 // compte le nb de r�eponses attendues

loop forever :
p1: section NC
p2: { reqCS := True
P3: nba := N-1
p4: pr := maxpr +1 }
P5: for all j != i : Send(request,pr,i) -> j
p6: await [ nba == 0 ]
p7: section critique
p8: { reqCS := False
p9: for all j: if (Waiting[j] == True) :
p10: Waiting[j] := False
p11: Send(ok,i) -> j }

Figure 16 { Algorithme de Ricart-Agrawala

case (request,k,j) :
{ if (k > maxpr) : maxpr := k

if (!reqCS or (k,j)<<(pr,i)) : Send(ok,i) -> j
else : Waiting[j] := True }

case (ok,j) :
nba := nba - 1

Figure 17 { Algorithme de Ricart-Agrawala { gestion des r�eceptions

{ t1
i o�u Pi envoie le message(request,i,pr) �a Pj ;

{ t0
j o�u Pj re�coit (request,i,pr) et retourne (ok,j) �a Pi (NB : en raison des hypoth�eses

d’atomicit�e, on sait que cet instant existe : la r�eception du message dePi est suivie
imm�ediatement { sans l’ex�ecution d’instructions de la proc�edure principale de Pj { par
l’envoi de ok �a Pi ) ;

{ t2
i o�u Pi re�coit le message(ok,j) de Pj .

On d�e�nit de même t0
j , t1

j , t0
i et t2

j pour le processusPj . On a clairement : t0
i < t 1

i < t 0
j < t 2

i ,
et t0

j < t 1
j < t 0

i < t 2
j .

Supposonst0
i < t 0

j . Alors on distingue deux cas :
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{ t0
j < t 0

j : alors le choix depr j sera fait apr�es la mise �a jour de maxpr dans Pj et donc on
aura (pr j ; j ) >> (pr i ; i ). En cons�equence, il n’est pas possible quePi envoie un message
ok �a Pj avant de quitter sa SC... Il ne peut y avoir de con
it en section critique de cette
mani�ere.

{ t0
j < t 0

j : alors on a soit (pr j ; j ) >> (pr i ; i ) ou (pr i ; ) >> (pr j ; j ). Dans le premier cas,
Pj ne pourra recevoir de messageok, et dans le second c’estPi qui n’en recevra pas de
la part de Pj . Dans les deux cas, un des deux processus devra attendre que l’autre sorte
de la section critique.

Le cast0
j < t 0

i est similaire.
Il n’y a donc pas de con
it en section critique. 2
L’absence de famine est aussi garantie :

Th�eor�eme 12 L’algorithme de Ricart-Agrawala garantit l’absence de famine sous hypoth�eses. . .
{ d’�equit�e entre processus,
{ de terminaison des sections critiques,
{ de gestion ininterrompue des r�eceptions de messages, et
{ de respect des blocs atomiques mentionn�es dans l’algorithme.
Alors l’algorithme v�eri�e : 2

^

i

(p2( i ) ) 3 p7( i ) ).

Preuve : Supposons que le processusPi soit en situation de famine. Soit pr i sa priorit�e.
Si Pi reste bloqu�e, c’est forc�ement enp6 : il attend d’avoir une r�eponse de chaque processus1.

Il existe donc un processusPj qui ne donne jamais son accord �aPi . Si tel est le cas,
c’est quePj veut aussi acc�eder �a sa SC (ceci est n�ecessaire pour di��erer l’envoi deok). Et si
Pj bloque pour toujours Pi , c’est que lui aussi est bloqu�e : car siPj acc�edait �a sa SC, il la
terminerait et �nirait par envoyer ok �a Pi . . .

Notons au passage, que les autres processus �niront par être aussi bloqu�es lors de leur
prochain pr�e-protocole : ils ne recevront plus de messageok de Pi et Pj car ils auront des
num�eros sup�erieurs �a pr i et pr j . . . Tout le monde �nira donc bloqu�e (ou en section non-
critique).

Soit Pm le processus bloqu�e dans son pr�e-protocole ayant la plus petite priorit�eprm (i.e.
minimale pour << ) . Soit Pk un autre processus bloqu�e qui n’a pas envoy�e son messageok �a
Pm . Pourquoi Pk a-t-il bloqu�e Pm ? C’est qu’au moment de la r�eception de(request, prm ,m) ,
Pk voulait acc�eder �a la SC ( reqCS==True) et que sonpr �etait inf�erieur (pour << ) �a prm (NB :
c’est ici que l’hypoth�ese d’atomicit�e du bloc p2,p3,p4 est utilis�ee). Mais depuis Pk a chang�e
de pr (puisque prm est le minimum { l’�egalit�e est impossible grâce �a la relation << ), c’est
donc qu’il est pass�e en SC et donc qu’il a ex�ecut�e la bouclep9 et donc envoy�e un messageok
�a Pm . Il y a bien contradiction : Pm ne peut pas être bloqu�e. . . 2

Dans cet algorithme, une demande d’acc�es en SC demande 2(n � 1) messages.

Exercice 3 Donner une ex�ecution du protocole o�u le non respect des hypoth�eses d’atomicit�e
conduit �a un blocage et une famine.

On peut trouver une preuve automatique de cet algorithme dans [3] (accessible sur le
web).

1. son compteur nba d�ecrô�t �a chaque r�eception d’un ok et il est ais�e de voir que l’envoi d’un message ok
ne se fait qu’�a la r�eception d’un message request dans le bloc de gestion des messages, ou apr�es la section
critique sinon : un processus ne peut pas envoyer plus deok.
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A Abstraction et diagramme d'�etats

La taille du diagramme d'�etats est un probl�eme majeur de l'analyse des algorithmes
concurrents. Il peut être exponentiel dans le nombre de processus �evoluant en parall�ele et
dans le nombre de variables. . . Il est donc important d'abstraire le plus possible ce graphe, en
ne conservant que les parties pertinentes vis-�a-vis de la propri�et�e �a v�eri�er. Ce travail n'est pas
toujours facile �a faire. Nous allons l'illustrer de deux mani�eres sur l'exemple de l'algorithme
A1 de la section 5.1.

Tout d'abord, nous pouvons simpli�er l'algorithme en consid�erant celui de la �gure 18.

int turn := 1 // variable partag�ee

-- Processus P1
loop forever :
p1': await turn==1
p2': turn:=2

-- Processus P2
loop forever :
q1': await turn==2
q2': turn:=1

Figure 18 { Algorithme A1'

En e�et, pour la propri�et�e d'exclusion mutuelle , on ne s'int�eresse pas �a ce qui se passe
dans les sections critiques et les sections non-critiques. Par exemple, si ces deux parties du
code �etaient vides, alors le protocole devrait toujours fonctionner (on sait que ces parties ne
peuvent modi�er la variable turn ). On peut donc se limiter aux deux phases du protocole.
Le diagramme d'�etats de A1' est alors d�ecrit �a la �gure 19.

Figure 19 { Diagramme d'�etats de A1'.

Comment v�eri�er la propri�et�e d'exclusion mutuelle ? En v�eri�ant que les �etats ( p2' ; q2' ; 1)
et (p2' ; q2' ; 2) ne sont pas accessibles depuis l'�etat de d�epart. . . Et c'est bien le cas !

Mais on ne peut pas utiliser ce graphe pour v�eri�er la propri�et�e d'absence de famine pour
A1. En e�et, dans A1', on ne repr�esente plus le fait que les SNC peuvent ne pas terminer. . . Or
c'est pr�ecis�ement cela qui rend possible la famine des processus avec A1. Et ce n'est plus le
cas dans A1' : cet algorithme v�eri�e bien l'absence de famine (on le constate dans le graphe
de la �gure 19 o�u le long de toutes les ex�ecutions �equitables, les deux processus acc�edent
in�niment souvent �a la SC). Il faut donc être tr�es prudent lorsqu'on simpli�e (abstrait) un
algorithme : il faut s'assurer que cette abstraction est compatible avec les propri�et�es �etudi�ees.

Un autre graphe abstrait. En�n, nous pouvons aussi obtenir un graphe simpli��e repr�e-
sentant le comportement de l'algorithme A1 de la mani�ere suivante. Il su�t de partir d'un
autre point de vue : puisque l'objectif est d'analyser les acc�es �a la section critique, nous
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