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Nous parlerons de:

Variables aléatoires
Loi de probabilité
Echantillons
Significativité
Tests statistiques
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Exemples

On cherche à répondre au type de questions suivantes:
Sur 1000 personnes (500 hommes, 500 femmes), on observe que
les femmes gagnent en moyenne 2000 euros et les hommes 2100.
Peut-on en déduire que les femmes gagnent moins que les
hommes?
Même question si l’on a 200 femmes et 200 hommes.
Même question si l’on a 10 femmes et 10 hommes.
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Exemple 2

On parle de A/B testing.
Sur une page web, il y 2 boutons: un rouge et un bleu.

Sur 1000 personnes l’ayant vu, 23 ont cliqué sur le bouton rouge.
Sur 500 personnes l’ayant vu, 17 ont cliqué sur le bouton bleu.
Peut-on affirmer que le bouton bleu a plus de succès?
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Exemple 3

Peut-on affirmer qu’il y a plus de garçons que de filles en
informatique?
Peut-on affirmer que l’informatique est la matière où il y a la plus
grande différence entre le nombre de garçons et le nombre de filles?
Peut-on affirmer qu’en informatique la plus grande différence entre
le nombre de garçons et le nombre de filles est plus grande qu’en
histoire?
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La significativité

On se pose donc la question de la fiabilité d’un chiffre et de la
validité des conclusions.
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Définition

Un résultat est statistiquement significatif à 5% si la probabilité qu’on
l’oberve par hasard est inférieure à 5%.

Intuitivement, cela a un rapport avec:
La taille de l’échantillon
L’hétérogénéité de l’échantillon.
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Variables aléatoires

Définition (pas très mathématique)
Une variable aléatoire (v.a.) est une application définissant l’ensemble
des résultats possibles pour une expérience donnée.

Une variable aléatoire est donc la chose que l’on observe et qui nous
intéresse.
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Les variables discrètes

Définition
Une variable aléatoire (v.a.) est dite discrète lorsqu’elle peut prendre un
nombre dénombrable de valeurs.

Exemples:
X représente la variable aléatoire liée à l’expérience "pile ou face":
les valeurs possibles de X sont 0 et 1.
X représente la variable aléatoire liée à l’expérience "réponse à un
sondage": les valeurs possibles de X sont "pas satisfait", "plutôt
satisfait", "très satisfait".
X représente la variable aléatoire liée à l’expérience "nombre de
personnes dans un supermarché": les valeurs possibles de X sont
0,1,2, . . . ,+∞.
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Les variables continues

Définition
Une variable aléatoire (v.a.) est dite continue lorsqu’elle peut prendre un
nombre indénombrable de valeurs.

Exemples:
X représente la variable aléatoire liée à l’expérience "heure d’arrivée
d’un ami": les valeurs possibles de X se trouvent entre 15h et 16h.
X représente la variable aléatoire liée à l’expérience "poids": les
valeurs possibles de X se trouvent entre 0 et +∞.
X représente la variable aléatoire liée à l’expérience "Note moyenne
en M2": les valeurs possibles de X se trouvent entre 0 et 20.
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Loi de probabilité

Définition (pas mathématique du tout!)
Une loi (ou distribution) de probabilité représente le comportement d’une
variable aléatoire.

Autrement dit, la loi définit les probabilités qu’une variable aléatoire
prenne une valeur ou un ensemble de valeurs. Attention : elle ne dit pas
quelle valeur va être prise !

11



Exemple 1 : Loi uniforme discrète

X représente la variable
aléatoire liée à l’expérience
"lancer de dé": X prend ses
valeurs entre 0 et 6.
P(X = 1) = P(X = 2)
= P(X = 3) = P(X = 4)
= P(X = 5) = P(X = 6) = 1/6
La somme des probabilités vaut
1.
Loi loi est dite uniforme car toutes les probabilités sont les mêmes.
On parle aussi d’équiprobabilité.
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Exemple 2 : Loi de Bernoulli

X représente la variable
aléatoire liée à l’expérience
"lancer de tartine": X prend
les valeurs 0 ou 1.
P(X = côté pain) = 0,3
P(X = côté confiture) = 0,7
La somme des probabilités vaut
1.
Le paramètre de la loi est p.
Ici, p = 0,7.

Dans le cas d’un pile ou face avec une pièce équilibrée, p = 0,5.
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Exemple 3 : Loi uniforme continue

X représente la variable
aléatoire liée à l’expérience
"heure d’arrivée d’un ami": X
prend ses valeurs entre 15h et
17h.
P(X = 15 : 00) = 0
P(X = 15 : 30) = 0
P(X ∈ [15 : 10,15 : 40]) = 0,25
P(X > 16 : 15) = 0,375

La "somme" des probabilités vaut 1. Ici, il s’agit de l’aire sous la
courbe.
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Exemple 4 : Loi normale

X représente la variable
aléatoire liée à l’expérience
"erreur de mesure": X prend
ses valeurs entre −∞ et +∞.
P(X = 0) = 0
P(X = 3) = 0
P(X ∈ [−1.96,1.96]) = 0,95
P(X > 2.33) = 0,01

La "somme" des probabilités vaut 1. Ici, il s’agit de l’aire sous la
courbe.
Ici, les deux paramètres de la loi sont : moyenne = 0, écart-type =
1. (Nous y reviendrons)
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Moments d’une variable aléatoire

Définition
Les moments d’une variable aléatoire sont des indicateurs de tendance
de la variable. Nous ne nous intéresserons qu’à deux d’entre eux :
l’espérance et la



Probabilités vs statistiques

Les probabilités représentent un état théorique des choses. On ne les
connaît pas. Les statistiques utilisent des données permettant de
comprendre, d’estimer les valeurs théoriques.
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Echantillon statistique

(X1, ...,Xn) est un échantillon si les variables aléatoires X1, ...,Xn sont
indépendantes et suivent la même loi. On dit alors qu’elles sont
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

Exemples:
X1...Xn sont n lancers de pile ou face. Ils sont indépendants et ont
tous la même loi de probabilité.
X1...Xn représentent le QI de n personnes. Ces personnes sont
indépendantes et leur QI suit la même distribution (assimilée à une
loi normale).
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Estimation de la moyenne

L’espérance de la loi suivie par un échantillon est estimée par la
moyenne empirique:

X =
X1 + X2 + ...+ Xn

n
=

∑n
i=1 Xi

n

Exemples:
X1...X1000 sont 1000 réponses à la question "êtes-vous satisfait de
l’action présidentielle?": la côte de popularité est estimée sur la
réponse de ces 1000 personnes en prenant la moyenne.
X1...X200 représentent le QI pour 200 personne : leur moyenne
estime la moyenne théorique (l’espérance).
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La loi des grands nombres

Si (X1, ...,Xn) est un échantillon suivant une loi de moyenne µ et de
variance σ2, alors, plus n est grand, plus leur moyenne empirique (X )
s’approche de leur moyenne théorique (m) :

X →n→∞ m
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Exemple : A/B Testing

Source :
http://www.littleblackdogsocialmedia.com/ Source : https://vwo.com

Source : http://www.wordstream.com/
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Lancement du test
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Après 3000 visites

J’implémente la version A ! 23



En réalité

C’était une grosse erreur... 24



A partir de quand prendre une décision ?

Nous savons déjà (loi des grands nombres) que la moyenne empirique
tend vers la moyenne théorique. Mais à partir de quand ceci est-il
vraiment vrai ?

On ne peut jamais être sûr (à 100%) du résultat. On peut, en revanche,
quantifier la fiabilité du résultat.

Intuitivement, plus l’échantillon est grand et plus la différence entre les
deux courbes est forte, plus le résultat est fiable.
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Estimation de la variance

Si (X1, ...,Xn) est un échantillon, on estime sa variance σ2 par la
variance empirique:

S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X )2

Remarque: La variance représente l’écart moyen à la moyenne.
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Exercice

Calculer la moyenne, la variance et l’écart-type empiriques de
l’échantillon suivant:

2,3,5,2,1

moyenne :

x =
1
5
(2 + 3 + 5 + 2 + 1) = 2.6

variance :

s2 =
1
4

(
(2− 2.6)2 + (3− 2.6)2 + (5− 2.6)2 + (2− 2.6)2 + (1− 2.6)2

)
= 9.2

écart-type :

s =
√

s2 = 3.03
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Retour sur la loi normale

source : matplotlib.org

Histoire de la loi normale :
Loi des erreurs (Gauss, 1777-1855)
L’homme moyen (Quételet, 1796-1874)
L’eugénisme (Galton, 1822-1911)
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Retour sur la loi normale (2)

source : wikipedia.com

Si X suit la loi normale N (µ, σ2)

X peut prendre toutes les valeurs entre −∞ et +∞.
La courbe est symétrique.
L’espérance de X vaut µ : la courbe est centrée en µ.
La variance de X vaut σ2 (son écart-type vaut donc σ).
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Théorème central limite

Un des plus grand résultats statistiques.

Si (X1, ...,Xn) est un échantillon suivant une loi de moyenne µ et de
variance σ2, alors, si n est assez grand, leur moyenne empirique suit
une loi normale N (µ, σ

2

n ) :

X →n→∞ N (µ,
σ2

n
)

ce qui équivaut à:

1√
n

X − µ
σ
→n→∞ N (0,1)

Remarque: σ2

n représente la fiabilité de l’estimation. Plus n est grand,
plus il est probable que la vraie moyenne µ soit bien approximée par X .
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Estimation par la loi de Student

Lorsque la variance de l’échantillon n’est pas connue, la loi normale est
remplacée par la loi de Student de paramètre n − 1.

Source : wikipedia.com

Lorsque l’échantillon est suffisamment grand, la loi de Student
s’apparente à une loi normale centrée (moyenne 0) réduite (écart-type 1).
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Intervalle de confiance

Dans le cas d’un échantillon (X1...Xn) de moyenne µ, la moyenne
théorique se trouve avec une certitude de 95% dans l’intervalle:

[x − 1.96
s√
n
, x + 1.96

s√
n
]

qui correspond à :

P(−1.96 <
1√
n

X − µ
s

< 1.96) = 95%

1.96 : la valeur après laquelle l’aire
vaut 2.5%.
−1.96 : la valeur avant laquelle
l’aire vaut 2.5%.
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Les tests statistiques

Puis-je affirmer que la moyenne µ d’un échantillon vaut la valeur µ0 avec
seulement 5% de chances de me tromper?

Je sais que la moyenne se trouve avec 95% de certitude (donc 5%
de risque) entre :

[x − 1.96
s√
n
, x + 1.96

s√
n
]

C’est-à-dire que:

P(−1.96 <
√

n
X − µ

s
< 1.96) = 95%

Je calcule t =
√

n X−µ0
s car je suppose que µ0 est la bonne moyenne.

Si t > 1.96 ou t < 1.96 : je suis dans l’erreur, je rejette l’hypothèse et
conclue qu’avec 95% de certitude, µ 6= µ0.
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Les tests statistiques (2)

Si on veut être plus précis:

Si j’affirme que la moyenne µ d’un échantillon vaut la valeur µ0, avec
quelle probabilité ai-je raison?

Je calcule t =
√

n X−µ0
s

Si t < 0, je calcule : 2P(t < 1√
n

X−µ
s )

Si t > 0, je calcule 2P( 1√
n

X−µ
s < t)

La valeur obtenue s’apelle p-value. Plus elle est faible, plus je suis
sûre que l’hypothèse est fausse.
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Les tests statistiques (3)

Puis-je affirmer que deux moyennes µ1 et µ2 sont égales avec seulement
5% de chances de me tromper?

Même principe. Cette fois, il faut calculer:
x1, s1: moyenne et écart-type empiriques de l’échantillon 1.
x2, s2: moyenne et écart-type empiriques de l’échantillon 2.

la variance totale s2 =
(n1−1)s2

1+(n2−1)s2
2

n1+n2−2 (la moyenne des deux
variances.
alors, on calcule t = x1−x2√

s2
(

1
n1

+ 1
n2

)
on compare t à −1.96 et 1.96 comme dans l’autre cas.
si t > 1.96 ou t < −1.96 on conclue que les deux moyennes sont
différentes.
calcul de la p-value idem que précédemment.
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Conclusion

Grâce aux tests statistiques on peut:
vérifier si une impression est justifiée
donner une conclusion quantifiée en termes de risque
ici on a fait une introduction très superficielle, il existe de nombreux
autres tests!
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