Introduction a I'algorithmique du texte pour la bioinformatique
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1 Introduction

Les techniques d’algorithmique du texte sont trés utilisées en bioinformatique pour la ma-
nipulation “virtuelle” (par ordinateur) de séquences de nucléotides ou d’acides aminées. Nous
en présentons quelques unes en essayant de transmettre les intuitions nécessaires a I'utilisa-
tion et & la création d’algorithmes dans ce domaine. Nous commengons par des algorithmes
de recherche d’un mot dans un texte. C’est un probléme qui a I’air simple mais qui en réalité
est beaucoup plus complexe qu’il n'y parait si nous voulons le résoudre de la maniére la
plus e cace possible. Ensuite, nous verrons comment rechercher une expression réguliére.
Toutes ces recherches sont exactes. Cependant en bioinformatique, de nombreuses recherches
sont approchées, mais les algorithmes les plus e caces sont souvent basés sur des recherches
exactes. Nous verrons les algorithmes de base de recherches approchées. Enfin, nous aborde-
rons sans I'approfondir la question de I'indexation d’un texte pour y faire un grand nombre
de recherches plus e cacement.

2 Recherche exacte

Nous recherchons un mot p = p; ... p,, dans un texte (ou séquence) ¢t = ¢;...t, qui sont
tous les deux des suites de caractéres appartenant a un alphabet = fixé. Nous supposons
toujours par la suite n > m, sinon le probléme a peu de sens! Nous notons Z* I’ensemble des
mots sur I'alphabet X.

2.1 Cadre de la recherche d’un mot dans un texte

L’algorithme nalif consiste simplement a rechercher le mot a chaque position possible dans
le texte. Pour chaque position du texte, nous comparons caractére contre caractére de gauche
a droite le texte et le motif et nous continuons ainsi tant que les lettres sont les mémes. Si nous
arrivons a la fin du motif, nous marquons une occurrence. Le pseudo-code de cette algorithme
nalf est donné figure 1.

Algorithme_naif(P _ pip2...pm, T — tita...1,)
r Pour i allant de *a ...n — m-4 * Faire

2 j—

3 Tant que (j <m ET t;y; — p;) Faire
4 J—j=

5 Fin du tant que

6 Sij — m+u *Faire

7 report d’une occurrence en i
8 Fin du si

ya Fin du pour

Fic. 1 - Algorithme naif. A la ligne 3 le test ¢; # p; est supposé n'étre fait que si le j < m
est VRAL

L’étude de I'algorithme naif va nous donner un cadre sur le probléme de la recherche d’un
mot dans un texte et nous permettre de spécifier les bornes de complexité a améliorer.






constante K (dont la valeur peut €tre rendue indépendante de |X|) telle que >, ﬁ <K
guel que soit la taille m du motif! Et la complexité moyenne de tout I'algorithme est donc
bornée par O(Kn), donc O(n). L’algorithme naif est linéaire en moyenne!

Nous nous intéressons donc a un probléme de recherche d’'un mot dans un texte que
nous savons déja résoudre facilement en O(nm) dans le pire des cas et O(n) en moyenne.
Commencons par améliorer notre approche pour avoir des algorithmes linéaires dans le pire
des cas. L’approche naturelle est d’essayer de lire les caractéres du texte les uns aprés les
autres en essayant de garder su samment d’information d’une position sur I'autre pour ne
pas tout recalculer a zéro a chaque nouvelle position.

2.2 Recherche avant par ’automate >*p

Il existe en fait plusieurs maniéres de rechercher un mot p dans un texte en lisant les
caractéres du texte les uns aprés les autres, les deux principales étant le hachage (et princi-
palement I’algorithme Karp-Rabin, que nous ne verrons pas) et la lecture du texte au travers
d’un automate reconnaissant le language >*p. C’est cette derniére que nous allons approfondir
ici.

é
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F1G. 3 — Automate non déterministe qui reconnait tous les préfixes du mot “ananas”.

Prenons comme exemple le mot ananas que nous rechercherons dans un texte. Pour
construire un automate non déterministe qui recherche ce mot dans un texte, il su t de
construire I'automate de la figure 3. La boucle sur I'état initial 0 étiquetée par X permet de
toujours recommencer la recherche a zéro lorsque nous lisons un caractére du texte. Ensuite,
le mot est trouvé si nous atteignons I'état final, c’est-a-dire si nous avons suivi le chemin de
I’état 0 a I'tat 6. Notons au passage qu’aprés chaque lecture d’un caractére du texte plusieurs
états peuvent €tre actifs, c’est-a-dire que nous y sommes arrivés et que I'on peut potentielle-
ment en partir a la lecture du caractére suivant. Rechercher un motif représenté directement
avec son automate non déterministe demande un temps de O(nm) car il faut gérér une liste
de tous les états actifs.

> \{a}

F1c. 4 — Automate déterministe qui reconnait tous les préfixes du mot “ananas”.

Cet automate non déterministe est bien sr déterminisable. Sur notre exemple, nous ob-



tenons I'automate de la figure 4. La recherche avec cet automate serait de I'ordre de O(n)
en utilisant une mémoire de taille m|X|. Le probléme vient de cette taille et de son temps de
contruction, qui sont bien sGr au minimum de I'ordre de m|X|. Nous allons étudier de suite
plusieurs techniques pour garder une recherche linéaire dans le pire des cas tout en gardant
un précalcul sur le motif linéaire en sa taille en temps et en espace.

2.2.1 Algorithme de Morris-Pratt

Le premier algorithme de recherche d’un mot lingaire (en O(m + n)) dans le pire des cas
est apparu en 1970 [13]. C’est I'algorithme de Morris-Pratt (MP) qui simule le fonctionnement
de I'automate A(p) au moyen d’une fonction de suppléance qui utilise la notion qui suit.

Définition 2.1 Soit v € X%\ {€}, b € Z* est un bord de v si b est a “a fois prégze et suﬂ’ xe
de v. |

L’algorithme MP fait un usage intensif de la propriété des bords suivante.

Proposition 2.1 Soit v € Z*\ {€}, by,ba € Z* deux bords de v te* que |b1| < |ba|. A'ors by
est un bord de by.

Preuve b; et by sont des préfixes de v. Comme |by| < |bz2|, by est un préfixe de b. De méme,
by et by sont des su xes de v, et comme |by| < |be|, by est aussi un su xe de b,. |

Supposons maintenant que pour chaque préfixe du mot p nous ayons calculé la taille de
son plus long bord dans une table Bord, en utilisant la valeur arbitraire —1 pour le préfixe
vide e. Par exemple, pour le mot ananas, la table des bords est :

Long. Préf. 0 2 3456
Taille du plus long bord | —1 01230

1
0

L’algorithme MP maintient pour chaque position i du texte le plus long su xe de ¢ ...¢; qui
est aussi un préfixe du mot p recherché.

Supposons qu’a la position ¢ nous connaissions la taille j() de ce plus long su xe. Com-
ment la calculer pour la position i +1?

Sitiy1 = pj@)+1, C'est-a-dire si le caractére du texte lu ¢; 1 est égal au caracteére p;(;);1 qui
suit dans p ce plus long su  xe qui est aussi un préfixe de p, alors p; ... p;;)41 est un préfixe de
pquiestsu xedet;...t;t;r1. C'est en fait le plus long qui Vérifie cette propriété (car sinon
il y en aurait eu un plus long que j(z) a la position 7) et donc dans ce cas j(: + 1) «— j + 1.

Dans le cas contraire, si ¢;11 7 pj(;)41, 'algorithme MP décale le motif pour aligner le
su xe du texte ¢, ...t; avec le plus long bord de p; ...p;q;. Notons b la taille de ce bord. Le
caractere t;, 1 est alors comparé avec p, 1. S’il est égal, j(i +1) — b+ 1 Dans le cas contaire,
nous considérons le plus long bord suivant de j(z), qui est en fait, par la propriété 2.1, le plus
long bord du préfixe p; ... py. Nous recommencgons ainsi jusqu’a ce que (a) soit on ait trouvé
un bord qui est suivi par le bon caractére, (b) soit ce bord n’existe pas. Dans le cas (a) la
valeur de j(i + 1) est connue. Dans le deuxiéme cas (b) j(: + 1) «— 0. La figure 5 illustre ce
décalage.

D’un point de vue plus technique, le bord ¢ est un bord pour tous les préfixes, il sera testé
comme taille de bord dans tous les cas si un plus grand bord b qui satisfait ¢; 1 = py,1 n’est



Fic. 5 — Le déplacement de I'algorithme Morris-Pratt. Le préfixe de p de taille b est un
su xe du préfixe p; ... p;;) mais en est aussi un préfixe. Le caractére o = p;;)4; est di érent
de o = tit1.

pas trouvé avant. Dans ce cas, Si p1 = t;11, on est dans le cas (a), sinon b < bord(e) = —1.
Notre test d’arrét pour le cas (b) doit donc tester simplement si b # —1.

Ecrivons le pseudo-code du MP en supposant que la table Bord[0..m] est déja calculée. La
figure 6 en présente une version.

MP-recherche (p — P1P2...Pm, T _tits... t,, Bord[Om )
S _l — 0

2 Pour i allant de *a ...n — m-4& * Faire

3 Tant que (j > —*ET t; £/ p;j+1) Faire

4 j < Bord[j

5 Fin du tant que

6 J—J= >

7 Si j — m Faire

8 report d’une occurrence en i — M- *
a J — Bord|j

0 Fin du si

»»  Fin du pour

F1G. 6 — Algorithme MP, phase de recherche. A la ligne 3 le test ¢; # p;,1 est supposé n’étre
fait que si le j > —1 est VRAIL

Il nous faut maintenant prouver la validité de I'algorithme MP-recherche, c’est-a-dire qu’il
trouve bien toutes les occurrences de p dans ¢ et elles seules. Nous supposons que la table
Bord est donnée et que ses valeurs sont justes.

Théoreme 2.2 L a'gorithy, e MP recherche est va'ide

Preuve Nous supposons que la table des bords est valide. Il n’est pas dur de vérifier que
I’algorithme fonctionne pour ¢ = 1. Supposons maintenant qu’il existe au moins une position
i du texte telle que j(i) ne soit pas égal a la taille 5'(7) du plus long su xe de ¢; ... t; qui soit
aussi un préfixe de p. De toutes ces positions, prenons la plus petite. Le calcul de j(i — 1) a
la position précédente est correct. Intéressons nous au passage de j(i — 1) a j(2).

Si t; = pjji—1)|+1, 'algorithme fixe j(i) « j(i — 1) + 1. S'il existait un plus long su xe
du texte préfixe de p, ce serait vrai pour la position précédente i — 1 et j(z — 1) ne serait pas
correct, ce qui contredit I’hypothése.



La di érence entre j(¢) et 7/(i) ne peut donc provenir que du deuxiéme cas lorsque nous
parcourons la table des bords. Supposons que |j'(¢)| > |j(¢)|. Nous avons |7'(:) —1| < |j(i —1)|
et comme p;y...pj;) estunsu xedet...t;, pr...pj;— estunsu xedet;...t;; préfixe
de p de taille plus petite que j(: —1). Donc p; ...pj/;)—1 est un bord de p; ...p;.;). En outre,
t; = pj;)- En parcourant la liste des bords par taille du plus grand bord de j(i — 1) pour
identifier le plus grand qui soit suivi de ¢;, nous devons obligatoirement tester p; ... p;;)_1
et fixer j(i) a j/(¢) — 1+ 1. D’ou la contradiction.

Supposons maintenant que |j'(i)| < |j(¢)|. Les opérations que nous faisons font que la
valeur calculée en j(i) correspond bien a la taille d’un su xe de ¢ ...¢; qui est aussi préfixe
de p. Nous obtenons alors directement une contradiction sur le fait que j/(z) soit la taille du
plus grand! [ ]

Avant de nous intéresser a la construction de la table des bords, essayons d’identifier les
liens entre le MP et I'automate A(p). Comme un bord est un préfixe associé a un autre préfixe
et que chaque préfixe correspond a un état dans A(p), nous pouvons dessiner la table Bord
sous forme de fléches arriéres sur I'automate. Sur notre exemple courant nous obtenons la
figure 7.
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F1G. 7 — Codage de Morris-Pratt avec une fonction de suppléance représentée sous forme de
fléches arriéres pointillées.

Intéressons nous a la transition de I'état 5 & 1 par a dans A(p). Pour la calculer a partir
des bords, sur la figure 7, il faut passer de 5 a I'état 3 par la transition arriére de 5 a 3 qui
correspond au plus long bord de anana, i.e. ana, puis, comme I'état 3 n’a pas de transition
sortante par a, nous utilisons de nouveau un lien arriére de 3 a 0 (correspondant au bord a
de ana). Comme I'état 0 a une transition sortante par a, nous devons aller par a de I'état 5
a 1 dans A(p). Il est évidemment possible de généraliser cette technique et ainsi de calculer
I'automate A(p) a partir de la table des bords, qui est donc en fait une représentation compacte
de I'automate A(p).

Parcourons maintenant notre texte 7' au moyen de I'algorithme MP-recherche et regardons
le évoluer sur I'automate 7, c’est-a-dire la table des bords représentée sous forme d’automate.
Prenons un exemple, essayons de lire yvanananas. Plagons nous sur I'état 0. La lecture de
y ne change rien, dans le pseudo-code (figure 6) le test y = t; # p; = a passe et j recoit
Bord[0] = —1, ce qui bloque la boucle au test suivant. Et ensuite ligne 6 j «— j +1 =0 et
nous recommencgons ligne 2 avec j(2) qui vaut 0. La lecture de v provoque la méme chose
et nous recommencons ligne 2 avec j(3) = 0. La lecture de a fait &chouer le test ligne 2 car
a =13 =p; =acetj« 1ligne 6. Sur I'automate nous sommes passé de I'état 0 a I'état 1 par la
transition étiquetée par a. Nous lisons n et nous passons de I'état 1 a I'état 2 par la transition
avant étiquetée par n et j(5) < 2 ligne 6. Nous continuons ainsi en lisant successivement
chaque lettre de ana et nous arrivons a I'état 5 avec 5(8) « 5.

Nous lisons maintenant n. Comme a = tg # pg = s, j recgoit ligne 4 Bord[5] égal a 3 et
nous revenons au test de la boucle Tant que ligne 3. Comme a = t9 = py = a, la boucle
s'arréte et nous passons ligne 6 a 7(9) «— 4. Qu’avons nous fait sur I'automate ? Nous avons
été bloqué a I'état 5 car nous n’avons pas trouvé de transition sortante étiquetée par tg = a.



Nous sommes donc passé au bord de 5, c’est-a-dire a I'état 3, et nous avons recherché de
nouveau a partir de cet état une transition par a. Comme I’état 3 en a une qui méne a 4,
nous sommes arrivés dans I'état 4.

Continuons. Nous lisons t19 = a. Comme le t;0 = ps = a, la boucle Tant que ligne 3
s’arréte tout de suite et ligne 6 j(10) « 5(9) +1 = 5. Sur I'automate, comme I'état 4 a
une transition sortante étiquetée par a, nous la suivons et arrivons dans I'état 5. Nous lisons
maintenant t1; = s = pg. Comme pour la lettre précédente, la boucle Tant que s’arréte de
suite et ligne 6 j(11) « 5(10) + 1 = 6. Comme ligne 7 j(11) = 6 = m, nous entrons dans le
corps du Si ligne 8. Nous reportons donc une occurrence du motif en position 5 et ligne 10
j7(11) <« Bord[6] = 0. Dans I'automate, nous passons directement de I'état 5 a I'état 6 par la
transition étiquetée par s. Comme I’état 6 est final, nous reportons une occurrence. Ensuite,
nous revenons au bord du motif lui-méme par la transition arriére partant de 6 qui méne a
I’état 0.

Que constatons nous a partir de cet exemple ? La table des bords permet en fait de simuler
le fonctionnement de I'automate de recherche A(p) en occupant un espace linéaire en mémoire.
C’est donc une représentation compressée de I'automate A(p) !

Cette observation va nous permettre d’établir intuitivement le résultat principal de I'al-
gorithme MP-recherche, c’est-a-dire sa linéarité en la taille du texte. Lorsque nous lisons un
caractére du texte dans I'automate représentant la table des bords (figure 7), nous pouvons
soit (a) rester sur place a I'etat 0, (b) avancer au moyen des transitions avant si le caractére
lu correspond a celui du motif, et (c) reculer de transition arriére en transition arriére (donc
de bord en bord) jusqu’a I'état 0. Et ainsi de suite, pour chague caractére du texte. Evaluons
maintenant le nombre de transitions avant et arriére que nous pouvons e ectuer en lisant le
texte. Pour reculer d’une transition arriére, il faut au préalable avoir avancer dans I'automate
d’au moins ... une transition avant! Donc globalement sur le texte, nous ne pouvons par recu-
ler plus que nous avons parcouru de transition avant. Comme pour parcourir une transition
avant il faut lire un caractére du texte, nous ne pouvons pas reculer au total sur tout le texte
de taille n plus de n fois! Le nombre de comparaisons du MP-recherche est donc borné au
total par le nombre n de caractéres lus plus le nombre de retours arriére borné par n, et donc
par 2n. L’algorithme MP-recherche est bien linéaire en la taille du texte! Nous venons de
prouver le théoréme suivant.

Théoréme 2.3 L a'gorithy, e MP recherche fonctionne en tey, ps O(n).

Il ne nous reste plus qu’a calculer la table des bords! Pour bien voir ce qui se passe,
essayons de construire I'automate de la figure 7 de gauche a droite, caractére aprés caractére,
comme sur la figure 8.

Partons d’un état initial 0 et commencgons par ajouter a. Nous créons I'état 1 et une
transition de 0 vers 1 étiquetée a. Le bord de I'état 1 correspond au bord du préfixe a, et
est donc de longueur nulle. Créons une fleche arriére pointillée de 1 vers 0. Nous obtenons
I'automate de la figure 8-(a). Ajoutons n. Nous créons I'état 2 et une transition de I'état 1
vers I'état 2 par n. Le bord de I'état 2 correspond au bord du préfixe an, qui est en fait le
plus long bord du préfixe précédent, de a, qui soit suivi de n s’il existe. Comme il n’existe
pas, nous créons une fléche arriére pointillée de 2 vers 0. Ajoutons maintenant a. Nous créons
un état 3 et une transition de 2 a 3 par a. Maintenant, pour calculer le plus long bord de
ana, nous testons si le plus long bord de an, c’est-a-dire € est suivi de a. Pour le faire, il su t
de suivre la transition arriére de I'état correspondant a an, donc I'&tat 2, de suivre son lien
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(a) Ajout de a (b) Ajout de n (c) Ajout de a

(d) Ajout de n (e) Ajout de a

(f) Ajout de s

F1G. 8 — Construction de I'automate des bords de ananas caractére aprés caractére.

arriére qui arrive en I'état 0, et de regarder s’il existe une transition sortante de 0 par a. C’est
le cas, la transition méne a I'état 1, et donc nous créons une fléche arriére pointillée de I'état
3 vers 1. Ajoutons n, nous créons un état 4 et une transition de 3 a 4 par n. Pour calculer son
plus long bord, nous suivons I'aréte arriére qui part de 3 vers 1. comme I'état 1 est suivi de n,
nous créons une fléche arriére de 4 vers 2. De la méme maniére, pour le a suivant nous créons
un état 5 et une transition de 4 vers 5 par a. Suivons le lien arriére partant de 4. Il arrive en 2,
qui posséde une transition sortante vers 3 étiquetée par a. Nous créons donc un lien arriére de
5 vers 3. Ajoutons la derniére lettre s. Nous créons un état 6 final et une transition de 5 vers
6 étiquettée par s. Calculons son plus grand bord. Le plus grand bord de 5 est 3. Mais 3 n’est
pas suivi d’une transition par s. Nous sautons donc au plus grand bord suivant, en suivant le
lien arriére qui part de 3. Il méne a 1, mais 1 n’est pas non plus suivi d’une transition par s.
Nous “sautons” au plus grand bord suivant, en suivant la transition arriére partant de 1. Elle
arrive en 0. Comme 0 ne posséde pas de transition sortante par s, nous devons considérer le
plus grand bord de 0. Comme il a été fixé a une valeur ”sentinelle” -1, nous arrétons le calcul
et le plus grand bord de I'état 6 est fixé a 0.

Ouf, c’est fastidieux mais nécessaire pour bien comprendre I'algorithme. Que remarquons
nous? L’algorithme de construction de la table des bords ressemble beaucoup a I'algorithme
de recherche lui-méme! C’est en fait la méme idée, mais appliquée a la recherche du motif
dans le motif lui méme. Ecrivons le pseudo-code qui correspond, donné figure 9.

Comme I’algorithme de calcul de la table des bords est trés proche de I'algorithme de
recherche appliqué sur le motif lui-méme, la méme astuce d’analyse permet de borner sa
complexité dans le pire des cas en nombre de comparaisons, et nous obtenons directement le
théoréme suivant.

Théoréme 2.4 L a’gorithy, e MP préca’cu” fonctionne en tey, ps O(m).

2.2.2 Algorithme de Knuth-Morris-Pratt

L’algorithme de Knuth-Morris-Pratt, publié en 1977 [9], est une version améliorée de
I’algorithme MP en ajoutant une astuce qui se situe seulement au moment du calcul de la
table des bords. La phase de recherche est la méme.



MP-précalcul (p — pipz2...Pm)
. Bord[0 « —*

2 j<0

3 Pour i allant de *a ...m Faire

4 Tant que (j > — ET p; £ p;j+1) Faire
5 J < Bord]j

6 Fin du tant que

7 j—j= >

8 Bord[i « j

ya Fin du pour

FiG. 9 — Algorithme MP, phase de précalcul. A la ligne le test p; # p; 1 est supposé n’étre
fait que si le j > —1 est VRAL

> 0000400

F1G. 10 — Codage de Knuth-Morris-Pratt avec une fonction de suppléance représentée sous
forme de fléches arriéres pointillées.

Supposons que dans la ligne 3 de I'algorithme MP-recherche nous &chouions parce que
ti 7 pj+1. Nous considérons maintenant le bord de taille b du préfixe de taille j de p. Si
Por1 = Dj+1. il est clair que la nouvelle comparaison de t; contre p,,; va échouer! Nous
pouvons donc I'économiser en précalculant des bords qui sont suivis de caractéres di érents
(sauf pour le motif lui-méme). A partir de 'automate de la figure 7 qui représente les bords
calculés par MP, nous obtenons les nouveaux bords représentés sur la figure 10. Nous nommons
ces bords les Fy, p-bords.

La modification du pseudo_code de MP-précalcul pour obtenir la nouvelle table des kmp-
bords est relativement simple. Le nouveau pseudo_code est donné figure 11. Nous remontons
de bord en kmp-bord pour calculer le plus long kmp-bord. Si c’est du motif lui-méme dont
nous calculons le kmp-bord (test : = m ligne 8), alors le plus long bord est valide, c’est bien le
kmp-bord recherché. Sinon nous testons le caractére qui suit ce plus long bord et le comparons
avec le caractére qui suit le préfixe dont nous sommes en train de calculer le bord. S’il sont
di érents (test ligne 8) nous avons trouvé le plus long kmp-bord (ligne 9). S’il sont égaux, il
su t de prendre le plus long kmp-bord de ce bord (ligne 11).

2.2.3 Algorithme de Simon

L’algorithme de Simon [5] est basé sur une observation fine sur I'automate de recherche
A(p) qui posséde en fait une propriété trées forte : le nombre de transitions arriéres qui arrivent
sur un état autre que I'état initial est borné par m = |p|! Pour obtenir un algorithme e cace
de recherche avant qui occupe un espace de mémoire en O(m), il su t donc en fait de coder
cet automate sans les transitions arriéres qui meénent sur I’état 0. L’automate que nous devons
coder pour rechercher le motif ananas est donné figure 12.

D’o0 vient cette propriété ? Dans ce paragraphe, une transition arriére signifie une transition
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KMP-précalcul (p — pipz2...Pm)
KMPBord[0 «— —*
<0
Pour i allant de *a ... m Faire
Tant que (j > —*ET p; £ p;j+1) Faire
Jj < KMPBord][j
Fin du tant que
Jeju
Si (i — mouU pit1 £ pj+1) Faire
KMPBord[i « j
Sinon
KMPBord[i <« KMPBord][j
Fin du si-sinon
Fin du pour

N B

L AN A 4
B\

FiG. 11 — Algorithme KMP, phase de précalcul. A la ligne le test p; # p;,1 est supposé
n’étre fait que si le j > —1 est VRAL

Fia. 12 — Codage de Simon.

arriére qui n’arrive pas dans I'état initial 0. Regardons la figure 13. Nous avons une transition
arriére étiquetée par o partant d’un préfixe que nous notons v. Le mot « est un bord v et
v est suivi par 8 # « dans p. Notons dist la distance de la fin de v a la fin du préfixe de p
de taille u. Il ne peut n’y avoir que m valeurs distinctes de dist. Supposons maintenant qu’il
existe une deuxiéme transition arriére distincte menant a la méme valeur de dist. Supposons
dans un premier temps que cette transition parte de plus loin, comme sur la figure 13. A ce
moment |4, comme u« est un préfixe du motif p et que la deuxiéme transition arriére est aussi
construite a partir d’un bord, une deuxiéme occurrence de u«a devrait se trouver exactement
a la méme place que le uG qui a mené a la premiére transition. Ce qui n’est pas possible! Si
maintenant nous supposons que cette deuxiéme transition parte de moins loin que la premiére,
nous obtenons une impossibilté symétrigue avec le bord du préfixe qui est a I'origine de cette
transition. Dans les deux cas nous obtenons une contradiction, et par conséquent il ne peut
exister qu’une seule transition arriére pour un dist fixg, et donc au plus m transitions arriéres !

Pour implémenter cet automate, il semble gu’il su se simplement de coder ses transitions
avant et les transitions arriéres qui n’arrivent pas sur I'état initial. Mais il faut cependant faire
attention. Si pour chaque état nous codons ses transitions dans n’importe quel ordre, nous
obtenons une recherche en temps O(n|X|) dans le pire des cas! Pour rendre cette recherche plus
e cace, il faut s’inspirer de I’algorithme MP et KMP et triant pour chaque état ses transitions
par distance croissante a cet état, ce qui est I'analogue des plus long bords croissants. Dans
ce cas, nous pouvons réutiliser I’'astuce d’amortissement de la complexité de I’algorithme MP
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Motif p [of T ] B[ [ |
dist -|-
[(TT T T Tl TTTT T T TalT]
dist

F1G. 13 — La propriété de A(p) utilisée par I'algorithme de Simon. Pour une méme valeur de
dist il ne peut y avoir qu’une seule transition arriére qui n’arrive pas dans I'état initial.

et la recherche devient linéaire en O(n).

2.2.4 Shift-And

Le processeur posséde un certain nombre d’emplacements mémoire interne appelés re-
gistres. lls ont une taille notée w qui maintenant varie entre 16 et 64 bits et qui vaut le plus
souvent 32 sur les processeurs courants. Le processeur permet un certain nombre d’opérations
sur ces registres, dont les plus courantes sont le +, —, %, « Cependant il en existe d’autres un
peu moins usités comme ceux de la table qui suit (les exemples sont faits sur des registres
virtuels de taille 4).

Opérateur Description Exemple
& ET binaire bit a bit (1100)&(1010) = (1000)
| ou binaire bit a bit (1100)&(1010) = (1110)
~ NOT binaire bit a bit ~ (1100) = (0011)

<<z décalage a gauche de z bits (1100)<<1 = (1000)

Le shift-and [3, 16] utilise ces opérateurs pour simuler I'automate de recherche A(p). Il
est particuliérement e cace sur des recherches de mot de petite taille (inférieure a la taille
du registre) mais continue d’€tre e cace méme sur des tailles plus grandes en simulant un
registre de grande taille au moyen de plusieurs registres de taille inférieure.

Précalcul. A chaque caractére o € ~ de I'alphabet nous associons un mot machine Bla] =
bm_1--..by tel que b; = 1 si et seulement si p;,11 = «. Par exemple, pour le mot ananas, nous
obtenons Bla] = 010101.

Recherche. Nous stockons dans un registre D I'ensemble des valeurs courantes (actif = 1,
passif = 0) des états de I'automate de recherche non deterministe lus a I’envers (la raison de
ce renversement vient du shift “<<” sur la gauche). Par exemple, aprés la lecture de yana
dans I'automate non déterministe de recherche avant du mot ananas, D = 000101. Lors de la
lecture d’un caractére « du texte, D est mis a jour de la maniére suivante :

D — ((D<<1)| 0™ 1) & Blal

c’est-a-dire que D est tout d’abord décalé d’une position sur la gauche. Ensuite, parmi les
gtats potentiellement valide(s) nous rajoutons le premier par I'opération or ( | 0™~11) qui
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correspond a la boucle étiquetée par X sur I'état initial de I'automate non déterministe. Enfin,
de tous ces états, nous ne gardons que ceux qui correspondent a une occurrence de « dans le
motif, grace a I'opération (& B[a]).

Aprés ce calcul, pour tester si nous avons trouvé une occurrence du texte, il su t de
vérifier si I'état final de I'automate est actif, donc s’il existe un 1 a la position la plus a
gauche. Nous utilisons donc le test (D & 10m~1 # 0™).

Le pseudo-code complet de I'algorithme Shift-And est illustré figure 14.

Shift-And (p — P1P2...Pm, T _ tita. .. tn)
> Précalcul

Pour ¢ € g Faire B[c «+ 0™

Pour j € *...m Faire B[p; « B[p; | 0™ 7 /~!
Recherche

D«— 0™

Pour pos € *...n Faire
D— ((D<<®|0m™ 'Y & Bltyes
SiD & ™! /£ 0™ Faire report d"une occurrence en pos — m

0~ O Otk Wi




a|0000000 >
c|0*000000 0000000 »
e| *0000000 8 Lect dea 0000000 »
B—q|n|00%00*%0 D_ 0000000~
0| 0000*000
4| 0000000 000000 AX
*[ 00000000 /S Lect den 0000 **0
D_00000000 D_ 000000 *0
(D<< M|» 0000000 *
> Lect dea 0000000 » 00000 *0 >
D_ 0000000 > ) Lect den 00 *00 **0
D_ 00000 *00
000000 »»
2 Lect den 00 *»00 »*0 0000 >»00 >
D- 000000%0 M Lect deo *000*000
00000 20 D_ 0000*000
3 Lect den 00 *»00 »*0 00012000
D- 0000000 ) Lect deuw 000 *0000
000000 » D_ 000*0000
4 Lect deu *00*0000
D_ 00000000 00*0000*
»3 Lect den 00 *00 *»*0
0000000 > D_ 00*00000
5 Lect dea 0000000 *»
D_ 0000000 » 0*»00000 >
M Lect dec 0*000000
000000 »» D_ 0*000000
6 Lect del 00000000
D_ 00000000 *000000*
»5 Lect dee *0000000
0000000 » D_ *0000000
7 Lect de_. 00000000 Le dernier bit vaut * nous reportons une oc-
D_ 00000000 currence

Exemple sur une séquence d’ADN. Nous recherchons ATATA dans la séquence AGATAC-
GATATATAC.

Al *»0r0 000 »»
B _ T|00*0 4 Lect deT 0 *»0 *0 000 »»
*]00000 D_ 000*0 /S Lect deT 0%0%0
D_00000 0010 D_ 000 *0
5 Lect deA »0 *»0 » 00 *0 >
1S
r Lect de A 0,80,8_ D- 00*0* ) Lect deA *0*0*
D_ 0000 » 00 M D_ 00 *»0 >
6 Lect deC 00000 0r0 >»
000 »» D 00000 »» Lect deT 0 *0*0
2 Lect deG 00000 D_ 0*0*0
D_ 00000 0ooo*
7 Lect deG 00000 L0 A0 x
0000 > D- 00000 ] Lect deA *»0 *»0 *
3  Lect deA »0*0* 0000 » D_ 00>
D_ 0000 » 8 Tect deA »(Q 0 » The last bit is set, we mark
D_ 0000 * an occurrence
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LO LO 1S
M Lect deA *0 »0 *

O LO | S N
23  Lect deT 0*0*0 D - Horo 0*0xr
D_ 00 ~0 Le dernier bit vaut » nous »; Lect deC 00000
reportons une occurrence D_ 00000

Résumé de la section La recherche avant par automate permet les complexités suivantes :

précalcul Oo(m)
recherche : | O(n) dans le pire des cas
O(n) en moyenne.

Par rapport a I'algorithme naif du début de cette section, aprés tous ces e orts nous avons
finalement juste.. amélioré la complexité dans le pire des cas!

2.3 Comment faire mieux ? La recherche arriere par facteurs

Dans le pire des cas, il est impossible de faire mieux que O(n). Mais en moyenne (dans
un modéle de Bernouilli équiprobable), une borne inférieure en nombre de comparaisons en
O("l"%) a été prouvée. C’est une complexité sous-linéaire, c’est-a-dire qu’en moyenne il n’est
pas nécessaire de lire tous les caractéres du texte pour trouver le motif recherché!

Comment atteindre cette borne avec un algorithme e cace en pratique ? Une idée récente
(1993) et puissante est la suivante.
Nous déplagons une fen€tre, dite fenétre active, de la taille du motif sur le texte, comme
sur la figure 16. Dans cette fen€tre, nous recherchons de la fin de la fengétre vers son début
un facteur du motif. Si la reconnaissance de facteur échoue sur un caractére ¢,23(1)2.71t7Tol(c)4.4401(



rithme est le suivant. nous déplagons une fenétre de recherche de la taille du motif de gauche
a droite sur le texte. Pour chaque nouvelle position de cette fenétre nous lisons a I'envers a
partir de sa fin sans le texte un mot u de taille 3log|s;(m). Si ce mot n’est pas un facteur
du texte, nous déplagons la fenétre de lecture juste aprés le début de ce mot. Sinon, nous
appliguons I'algorithme naif de recherche avant de gauche a droite jusqu’a déplacer la fengétre
d’au moins m/2 caracteres sur la droite. Plagons nous dans le cas ou 3logy (m) < m/2, ce
qui est vrai dés que le motif recherché est assez su sament grand. Estimons maintenant le
nombre d’opérations qu’il nous faut en moyenne pour déplacer la fenétre de recherche d’au
moins m /2 caractéres sur la droite.

Il y a au maximum m facteurs dans le motif de taille m, un par position, donc la probabilité
que u soit un facteur du texte est majorée par S c’est-a-dire le nombre facteurs

__m
‘ |310g‘2‘ (m)

acceptables dans le motif divisé par le nombre de mots possible de taille 3logs;/(m) sur un

alphabet =. Notons que m/|Z[31°8=1(™) =y /m3 = 1/m?2. Dans cette situation, déplacer la
fenétre de m/2 caractéres sur la droite par I'algorithme naif nous colte dans le pire des cas
(m/2)m = m?/2 comparaisons. Si u n’est pas un facteur du texte, donc avec une probabilité

minorée de (1 — m/\zy?’logwm(m)), le déplacement d’au moins m? caractéres ne nous colte

que 3log,s(m), c’est-a-dire la lecture du mot « lui méme. Pour lire le texte en entier, nous
devons déplacer la fenétre au maximum 2n/m fois de m/2 caractéres. Nous obtenons une
borne supérieure sur la complexité moyenne de :

2n m m’ m
E <3logz|(m) (1 — W) + 7 (W))

gue nous pouvons simplifier en

%n <3Iogz|(m) (1_ %) + 7”'172 (%)) _ bnlogs(m)  6nlogs(m) n

m m m3 m

ce qui peut €tre facilement borné a son tour par :

O <n Iogﬂ?(m)) .

cette approche est donc optimale en moyenne!

Dans la suite de cette section nous allons Iégérement modifier cet algorithme générique
pour en constuire un e cace en pratique.

2.3.1 Approche BDM

Dans le cas général, nous rencontrons un probléme dit d indexation, que nous aborderons
a la section 4. 1l existe plusieurs structures pour rechercher un facteur d’un texte, dont I'arbre
des su xes, la table des su xes, 'automate des su Xxes et bien d’autres. L’algorithme Back-
ward Dawg Matching (BDM) [16] a &té originellement présenté avec un automate des su xes
pour la raison qui suit.

Comme pour I'approche par recherche avant, imaginons un automate non déterministe
qui reconnaisse tous les facteurs du motif lus de droite a gauche. La figure 17 montre un tel
automate pour le motif ananas.
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DBM. Nous utilisons une simulation de I'automate non déterministe des su xes faite grace
aux opérations sur les registres du processeur. Le pseudo-code du BNDM est montré figure 20.

Précalcul. Le précalcul est le méme que pour le Shift-And, excepté que le mot est lu dans
le sens contraire.

Recherche. Pour chaque nouvelle position de la fenétre, I’ensemble des états actifs de I'au-
tomate est enregistré dans un registre D initialisé a 1™ car chaque état est actif au début (ce
qui correspond aux e-transitions de la figure 17). Ensuite le texte est lu de droite a gauche
de la fin de la fenétre courante au travers de I'automate que nous simulons. Le registre D est
mis a jour simplement avec un décalage et un ET. Pour des raisons d’entrelacement des tests,
ils ne sont pas fait a la méme ligne. Le décalage est fait ligne 16 alors que le ET est fait ligne
10. Le test ligne 12 permet de savoir si nous avons lu un préfixe du motif. Si c’est le cas, soit
ce préfixe n’est pas égal au motif lui-m&me et dans ce cas nous sauvegardons simplement sa
taille dans la variable ‘ast ligne 13, soit nous avons trouvé une occurrence marquée ligne 14.
la lecture des caractéres dans la fenétre se répéte jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’état valide, ce
qui est le test d’entrée de la boucle Tant que ligne 6. A la sortie de cette boucle, que le motif
ait été trouvé ou non, nous décalons la fenétre de recherche jusqu’a ‘ast et recommencgons la
boucle générale ligne 6 si nécessaire.

> Précalcul

2 Pour ¢ € gFaire B[c — 0™

3 Pour j € *...m Faire B[p; « B[p; | 0771»™™7
4 Recherche

5 pos < 0

6 Tant que pos < n —m Faire

7 j—m, last—m

8 D« ¥

Va Tant que D / 0™ Faire

0 D« D ‘& B[tpos+j

19N _l <—_] — >

) SiD & ™! £ 0™ Faire

3 Si j > 0 Faire last «— j

M Sinon marquer une occurrence en poS-w *
i} Fin du Si

6 D—D<<?»

M7 Fin du Tant que

L] pos < pos-u last

v Fin du Tant que

F1c. 20 — Pseudo-code du BNDM.

Le code en langage C' du BNDM est accessible a I'adresse http://www.liafa.jussieu.
fr/~raffinot/bndm.html. Voici un exemple de fonctionnement du BNDM sur une séquence
d’ADN. Nous recherchons le motif ATATA dans la séquence AGATACGATATATAC.
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Al »0*0»

B_q/T[0*0*0 La position ds vaut » mais j > 0, donc nous
*x 100000 a-xons seulement last « 2

D _ A A b hh

» | AGATA | CGATATATAC 0*000

Lect deT 0 *0 *0

last — 5
LA b D_ 0*000
Lect deA *»0 *0 » »0000
D_ *0** Lect deA *0 *»0 *
012020 D_ *0000
Lect deT 0*0*0 La position ds vaut et j _ 0, nous reportons
D_ 0*0*0 une occurrence
»0*00
Lect deA *0 *0 »
D <0700 4 AGATACATG c
La position ds vaut » mais j > 0, donc nous last — 5
a-xons seulement last «— 2 NGOG
Lect deA *>0 *0 >
0*000 D _ r) 20 >
Lect deG 00000
| |
D_ 00000 0*0*0

Lect deT 0 *0 *0

1S 1S
2 AG | ATACG | ATATATAC D= 0%0%0

last — 5 »0*00
[T Lect deA »0 *»0 »
Lect deG 00000 D_ *»0*00
D_ 00000 .. -
La position ds vaut » mais j > 0, donc nous
3 AGATACG TAC a-xons seulement last « 2
last — 5 0 :0 OLO
b bk Lect deT 0 *0 *0
Lect deA »Q *0 » D_ 0000
D_ *0*0* *0000
02020 Lect deA »0 *0 »
Lect deT 0 *0 *0 D_- *0000
D= 0%0%0 La position ds vaut » et j — 0, nous repor-
L0 200 tons donc une occurrence Nous decalons en-
Lect deA »Q 0 » suite la fenetre active a pos-u last, et comme
D_ 000 pos = n — m la recherche stoppe

2.4 Recherche d’expression réguliere

Définition 2.2 ¥ne expression réguiere RE est une cha™ne de Yy bo'esdeZU{e, |, ,*,( )},
qui est dégnie récursivey, ent par (a) ‘e y ot vide €, (b) un caractére a € X, (¢) ( REy),
(d) (RE{-RE»), (¢) (REy | RE3), et (f) (RE1x), ou REy, et RE> sont des expressions
réguieres.

Nous utilisons I’'expression réguliére (((A-T) | (G -A))-(((A-G) | ((A-A)
-A))*)) comme exemple courant par la suite. Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité, nous sim-
plifions I'expression (RE; - RFEs) par RE1RE5, ce qui donne ici (ATIGA) ((AG|AAA)*). Il est
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aussi assez courant de supprimer des parenthéses en définissant un ordre de préférence sur les
opérateurs ‘x”, “.”, “|”, mais pour simplifier nous ne le ferons pas. Les symboles “-”, “|”, “x”
sont les opemteurs.

Définition 2.3 Le ‘angage L(RFE) représenté par une expression régu’iere RE est un en-
sey, b'e de b ots construits sur  a'phabet 2, qui est “ui aussi défm récurswebi ent sur ‘a struc-
ture de * expression réguiere RE de ‘a facon suivante : !

. 8i RE este, a’ors L(RE) = {e}, e \, ot vide.

[ 8i RE est o € 2, a'ors L(RE) = {a} un y, ot coy, pos€ d un szlﬁp ‘e caractere.

st RE est de “a fory e (REy), a'ors L(RE) L(RE?).
si RE est de ‘a fomﬁ e (RE1 - RE»), a'ors L(RE) = L(RE,) - L(RE5), ou Wy - Wy est
‘fmsegv b'e de b OLS w te' que w = wiws, avec wi € W1 et wy € Wo. L apérateur - _,
représente en fait * apération c'assique de concaténation sur ‘es p O1s.
st RE est de afomv e (REy | RE»), a'ors L(RE) = L(RE1) U L(RE»), est *union des
deux ‘anguages.
si RE est (RE1x), a’ors L(RE) = L(RE)* = J,»o L(RE1)?, ot L° = {e} et L' = L -
L= pour tout L. C est-a-dire, “e résu’tat est * ense b b'e des y Ols forbi €s par concaténation
de y ots de L(RE"). L apérateur x _est appe'e¢ “étoi'e _ou encore ~opérateur de fer-
b eture de K'eene .,

Par exemple, L((AT|GA) ((AG|AAA)*)) = { AT, GA, ATAG, GAAG, ATAAA, GAAAA, AT-
AGAG, ATAGAAA, ATAAAAG, ATAAAAAA, GAAGAG, GAAGAAA, ...}. Remarquez que, selon la
définition de I'opérateur étoile, =* est I’ensemble des mots que I'on peut construire sur I'al-
phabet Z.

La tai*e d’'une expression réguliére RE est le nombre de caractéres de > qu’elle contient.
La taille de (ATIGA) ((AG|AAA)*) est 9. Les complexités mesurées par la suite se basent sur
cette mesure.

2.4.1 Parsing en arbre binaire

Le terme *“Parsing” signifie la traduction en structure de donnée informatique de la
séquence de symboles qui constituent I'expression réguliére (pouvant contenir des erreurs
de formation) que I'utilisateur entre au programme. Dans notre cas, il existe plusieurs type
de données qui peuvent &tre utilisées, mais la plus simple et la plus naturelle est un arbre
binaire.

Un arbre binaire est soit (a) un arbre vide noté ©, soit (b) un nceud qui posséde deux
fils, un gauche et un droit. A chague nceud non vide de I'arbre est associé une étiquette, dans
notre cas ce sera soit un caractére de I'alphabet, soit un opérateur. Pour mieux comprendre
I'idée, la figure 21 permet de visualiser I’expression (AT|GA) ((AG|AAA)*) sous forme d’arbre.
Les parenthéses de I'expression “plate” correspondent a des niveaux dans I'arbre.

Passer d’une expression réguliére “plate” a un arbre n’est pas si facile. C’est en fait le
début de la théorie des langages et vous pouvez trouver de nombreuses références sur le sujet
[1, 6]. Nous simplifions cette partie en utilisant la fonction Parse de la figure 22. Elle prend
en entrée une expression plate sour forme d’une chaine de caractéres p = p1ps ... p,, dont on
assure qu’elle se termine par un symbole spécial “$”. Elle prend aussi en paramétre la position
last du dernier éléement de p qui a déja été traité.
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0 R

F1G. 21 — Représentation sous forme d’arbre de I’expression (AT|GA) ((AG|AAA)*). Les noeuds
vides © n’apparaissent pas sur la figure.

2.4.2 Stratégies de recherche exacte

Il existe de nombreuses stratégies pour rechercher une expression réguliére dans un texte.
La figure 23 résume les plus classiques.

Nous nous focalisons dans ce document sur la stratégie marquée en gras sur la figure 23,
c’est-a-dire que nous commengons par construire un automate de non déterministe (dit de
Thoy, pson) que nous utilisons directement pour e ectuer la recherche dans le texte. La taille
de 'automate déterministe sera proportionelle a celle de I’expression réguliére, en O(m) et le
temps de recherche en O(nm).

2.4.3 Automate de Thompson

L’automate de Thompson est un automate non déterministe qui est construit récursivement
sur la forme de I'expression réguliére suivant les cing points que voici :
(i) Construction pour le mot vide. L’automate est simplement fait de deux états liés en-
semble par une e-transition.

(i) Pour un simple caractére «, la construction est similaire sauf que la transition est

étiquettée par a.
MO

(iii) Construction pour I'opérateur de concaténation [-] (v,v,). Les deux automates de
Thompson des deux fils sont reliés entre eux par une e-transition.

= v,

(iv) La construction pour un nceud d’union [ | ](v;, v,) utilise des e-transitions. L’idée est
de transcrire le fait que nous pouvons entrer dans les deux automates des deux fils. On
ajoute alors deux états, un initial I et un final J. I est relié par des e-transitions aux
états initiaux des automates de Thompson des deux fils. Et les états finaux de ces deux
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Parse(p _ pip2...Pm, last)
> V0
2 Tant que piqst £ $ Faire
3 Si Piast € % OU Prast — € Faire /* caractere normal */
4 V, < Creer un n qud avec Pigst
5 Siv/#8 FaireVHD(V,Vr)
6 Sinon V < Vv,
7 last «— lastw *
8 Sinon Si piust — '|" Faire /* operateur d union */
/ (v, last) — Parse(p, lasts »
0 Ve[| (v,v)
M Sinon Si piust — '*’ Faire /* operateur etoile */
22 v [*](v)
3 last «— lastw *
| Sinon Si pj.st — (' Faire /* parenthese ouvrante */
5 (vr, last) — Parse(p, last« »)
6 last «— lastw *
M Siv /8 Fairev —[-](v,v,)
] Sinon V < Vv,
v Sinon Si pi.s: — ')’ Faire /* parenthese fermante */
20 Retourner (v, last)
2> Fin du Si
22 Fin du Tant que
23  Retourner (v, last)

F1a. 22 — Procédure récursive pour transformer une expression “plate” en un arbre. 6 est
I’'arbre vide.

automates sont eux reliés a .J, toujours par des e-transitions. Un chemin de I a J doit
passer par un des deux automates.

o

(v) La construction pour un nceud étoile | * | (v) est basée sur le méme principe. L’idée est
simplement de pouvoir revenir de I'etat final de I'automate de Thompson du fils v vers
son état initial pour pouvoir répéter autant de fois que I’'on veut cette partie. Comme
I’&toile permet aussi de ne pas passer par I'automate et de reconnaitre simplement le
mot vide, on ajoute deux états I et J qui permettent, soit de passer par I'automate de
v, Soit de passer directement de I a J par une e-transition.
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Expression régulierém)

=z

Automate non déterministe

(Thompson ici) \

Q(m) \ Automate déterministe O(2M "
v / v

O(nm) Recherche dans le text@) 0o(n)

F1G. 23 — Stratégies classiques de recherche d’une expression réguliére.

L’automate de Thompson complet est construit par un parcours récursif de I'arbre de
I’expression réguliére.

Exemple de construction d’un automate de Thompson Nous construisons pas a pas
I'automate de Thompson de (ATI|GA) ((AG|AAA)*) & partir de sa représentation en arbre
donnée figure 21. La construction est montrée sur la figure 2.4.3.

2.4.4 Recherche avec ’automate de Thompson

L’automate de Thompson de I’expression réguliere RE reconnait le langage L(RE) de
cette expression. Pour faire la recherche dans une séquence, nous avons besoin de reconnaitre
2*L(RFE), c’est-a-dire n’importe quel mot construit sur I'alphabet > suivit d’'un mot reconnu
par RE. Comme pour la recherche d’'un mot, I'automate le plus simple qui correspond est
celui de RE auquel nous ajoutons une boucle qui reconnait tous les caractéres. Par exemple,
pour I'expression A(T*), I'automate, dit alors de recherche, est montré sur la figure 25.

La recherche se fait en avant, en lisant les caractéres les uns aprés les autres et en actua-
lisant la liste des états actifs. La figure 26 montre les états actifs de I'automate de recherche
de A(T=*) lors de la lecture de ACATTTG.

2.4.5 Sur le report des occurrences

La recherche d’une expression réguliére se congoit bien avec un automate. Cependant, les
occurrences résultantes peuvent se superposer, €tre imbriquées les unes dans les autres et il est
di cile en bioinformatique de clarifier exactement les occurrences que nous voulons obtenir et
de modifier I'approche par automate pour n’obtenir que ces derniéres. Ces techniques sortent
du cadre de ce cours et les plus classiques sont détaillées dans [14].
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Fic. 25 — Automate de recherche de I'expression A(T*). La boucle initiale permet de re-

connaitre le langage Z* L(A(Tx*)).
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une table T' de taille (m + 1) * (n + 1) colonne par colone en utilisant la formule suivante :
To0 =0,T0; =5, Tip =1

Ti1;-1 + 0(xi,y;)
Tij=ming Tij1  + 1
Tiy; + 1

ot d(a,b) =1 sia=0bet0sinon. La valeur de la distance est celle de la cellule T}, ,,.

Pour prouver qu’avec cette approche nous calculons bien la distance d’édition I’observation
suivant est importante : les insertions, délétions et insertions de lettres correspondant a la
distance d’étidion peuvent se faire dans n'importe quel ordre. Considérons alors I’'opération
faite sur le dernier caractére x,,, de X contre le dernier caractére y —n de Y. La valeur de la
distance de X contre Y est le minimum de

— la distance de z1 ... x,,_1 contre Y en ajoutant une erreur pour la délétion du caractére

Tm s

- la distance de z; ...x,, contre y;...y,_1 €n ajoutant une erreur pour I'insertion du

caractére x,, ;

- la distance de x7 ...xz,,_1 contre y;...y,_1 en ajoutant une erreur si z,, # y,.

En développant cette approche nous obtenons la formule précédente. Voici un exemple de
calcul de distance entre natif et aniy, ation.

a n t ma t t o n
01 2 3 456 7 89
n|1l{1 1 2 3 45 6 7 8
al2|1 2 2 3 3 45 6 7
t13|{2 2 3 3 4 3 45 6
i 1413 3 2 3 4 4 3 4 5
fl5|/4 4 3 3 45 4 4 5
Et entre nature’et b anue’.
m a n u e I
01 2 3 456
n|l}{ 1 2 2 3 45
al2| 2 1 2 3 45
t13] 3 2 2 3 45
u|d4| 4 3 3 2 3 4
r|5] 5 4 4 3 3 4
e|6] 6 55 4 3 4
[ |77 6 6 5 4 3

Le calcul de la distance d’édition est en O(mn) en temps mais peut &tre fait en O(m) espace.

Une fois la distance minimale calculée, il est souvent nécessaire de connaitre la liste des
opérations a e ectuer pour transformer X en Y. Mais en fait ce n’est pas une liste d’opérations,
c’est un ensemble de liste(s), chacune correspondant a un chemin, dit optiy, a’, di érent dans
la matrice. Par exemple, sur la matrice 27, 3 chemins di érents ménent a la distance minimale.

Lorsque nous écrivons un des chemins explicitement, nous réalisons ce qui est souvent ap-
pelé un a’igne,, ent. Voici les 3 alignements correspondant aux chemins optimaux de la figure
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A C G T G &
0\1 2 3 4 5
A 1 (<\1\2 4
G 2 11\T<2 3
A 3 2 220 2 3
NN\
T 4 3 3 =2 3
A 5 4 4 4 3\E

F1G. 27 — Chemins optimaux de AGATA contre ACGTGA

27.

A CGT G A A C G -

T
| | - | |
A - GATA|A-GAT

G A[ACGTG A
- | |
A| AG AT - A

La distance de Levenshtein de X contre Y et la recherche de chemins optimaux correspond
en bioinformatique a un alignement dit “global”. Mais dans beaucoup de cas il est plutdt
nécessaire de rechercher de maniére approchée un mot dans un texte ou mee de comparer des
facteurs de X contre des facteurs de Y.

3.2 Recherche avec la distance de Levenshtein

Pour modifier le calcul de la distance de Levensthein d’un mot X contre un mot Y en
recherche approchée d’un mot X dans un texte Y il existe une modification trés simple due
a Sellers [19]. Pour le calcul de la distance nous initialisons Tp ; & j car insérer un préfixe de
taille j de Y colte j insertions. La modifications consiste juste a garder cette valeur a 0 pour
tous les Tj ;. Ainsi, insérer un préfixe de Y ne coute plus rien, autrement dit, I'alignement
peut commencer sans pénalité a toutes les positions de Y. Nous obtenons alors la formule
suivante :

Too =0,Tp; =0,T;0 =1

Tio1j—1 + 0(xi,y;)
Tij=ming Ti;-n  + 1
Ti 1 + 1

La figure 28 montre un esemple d’une recherche approchée de AGATA dans ACGTGA-
TAGAGACCG avec les alignements correspondant au minimum d’erreurs.

La figure 29 monte un nouvel exemple de recherche approchée et des alignements optimaux,
cette fois-ci de GATACTGAGT dans ATGATCTCAAGTGTATA.

3.3 Needleman-Wunsch, alignement global

L’alignement global de Levenshtein a été &étendu par Needleman et Wunch [17] pour utiliser
un score au lieu d’erreurs, c’est-a-dire en fait pondérer plus finement chaque substitution ou
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AC G T G AT AG A G A C C G

F1G. 28 — Recherche approchée de AGATA dans ACGTGATAGAGACCG

AT G A TCTI CAAGTGTAT A

“ N N N ™
N 4 N o <
I N ™™ m T
N N T ™
- N ™M ;<
N (42] ™ < <
N N M < <
N ™ ™ " M
o o o ok
NN 2\1\2
— 1\1\2 ™
ORl\Z o <
1\2 (92] < Lo

8

G 9

10 9

T

F1c. 29 — Recherche approchée de GATACTGAGT dans ATGATCTCAAGTGTATA
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insertion. Dans I'approche la plus classique une matrice permet de spécifier le colt de la
substitution d’un caractére par un autre, et un colt unique spécifique est associé a I'insertion
(gap en anglais) quelque soit le caractére inséré et que ce soit un caractére de X ou de Y. Il
existe de nombreux types de matrices de scores, certaines sont basées sur des calculs dérivants
de phylogénie (Matrices PAM ou BLOSUM par exemple), d’autres sur des propriétes physico-
chimiques des acides aminés, etc. Avant de faire un calcul d’alignement, il faut s’assurer que la
matrice utilisée correspond bien au but de I'alignement et aux séquences alignées! La formule
générale est la suivante :
To,o = 0,7y ; = —j = insert(y;), T o = —i * insert(y, 7)

Ti-1j-1 + sub(zi,y;)
T;j=max¢ T;;-1  + insert(z;)
E_Lj + insert(yi)

Voici un exemple de matrice de score et de pondération de I'insert (ou du gap) :

| A G ¢ T

Al 10 -1 -3 -4

insert— -5, G|-1 7 -5 -3
c|-3 -5 9 0

T|-4 -3 0 8

Avec cette matrice et ce gap, lorsque nous alignons AGATA contre ACGTGA, nous obtenons
les pondérations qui suivent :

A C G T G A
0| -5 -10 -15 -20 -25 -30
-5] 10 ) 0 -5 -10 -15
-10 5 5 14 9 4 -1
-15 0 4 9 10 6 14
-20 -5 -1 4 17 12 9
-25|-10 -6 -1 12 14 22

N Qo

Regardons les chemins optimaux. Contrairement au cas de la distance de Levenshtein, il n'y
en a cette fois plus qu’un, qui correspond a I’alignement de la figure 30, représenté de maniére
plus lisible comme :

ACG - T
| | |
A~ G AT

G A
|
A

3.4 Smith-Waterman, alignement local

De la méme maniére gu’il est possible d’étendre la distance de Levenshtein avec un score,
il est posible d’&tendre la recherche approchée en utilisant une matrice de score, ou méme
d’aligner chaque facteur de X contre chaque facteur de Y. On parle alors d’alignement “oca®
et d’algorithme de Smith-Waterman [20].

Too =0,Tp; =0,T;0=0
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A C G T G A

0 -5 -10 -15 -20 -25 ¢

N

A -5 10=—5_ 0 -5 -10 -1
G -10 5 5 14 9 4 -1
A -15 0 4 10 6 14
T 20 -5 -1 4 1712 9
A -25 -10 -6 -1 12 14 22

F1G. 30 — Chemin optimal de AGATA contre ACGTGA en utilisant un score donné.

0
my=ma ot )
Ti-1,5 + insert(y;)
A C G T G AT A G AG A C C G
0 0 0O 0 O Q\ 0O 0 0 0 0O O o0
A 0O 105 0 O O 10 5 10 5 10 5 10 5 O
G 0 5 5 14 9 9 5 10 5\ §9 14 19 14 9 4
A 0 10 5 9 10 6 19 14 20 15 29 24 29 24 19
T 0 5 7 5 17 12 14 27 22 20 ; 29 24 26 21
A 0 10 5 4 12 14 22 22 37 32 30 2 9 34 29

F1a. 31 — Recherche approchée de AGATA dans ACGTGATAGAGACCG

La figure 32 monte un nouvel exemple de recherche approchée et des alignements optimaux,
cette fois-ci de AGATACTA dans CCCGAAACTGGG.

3.5 BLAST et FASTA

L’algorithme de Smith-Waterman est le plus utilisé pour aligner une séquence sur une
autre, avec di érents scores correspondant a I'étude voulue sur les séquences. Cependant, sa
complexité est en temps O(mn), ce qui le rend inutilisable en pratique sur de longs fragments
ou simplement pour rechercher une séquence dans une importante base de séquences. Cer-
taines heuristiques ont &té développées sur un équilibre (vitesse)/(finesse de recherche). Les
plus célebres sont BLAST [2] et FASTA [18] et leurs dérivations, mais il en existe d’autres
comme BLAT [7] ou plus recemment BOWTIE [10], ainsi que di érents systémes propriétaires.
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G A A ACT G G G
0 0 0 0 0 0 O O o
0 10 10 10 5 0 0 O
5 7 7 5 5 9 9 ¢

7 4 6 ¢

14 15 12 14 20 15 10

5 19 23 32 27 22 17
2 14 18 27| 40 35 30

> 4 0 >» 4 >» o >

© O o © o ©o o o o
O N N ©O O O o ©O o 0O
P N 4 O O ©O o © o 0O

4
0
0O 10 24 25 20 15 17 12
2
7
2

17 12 24 22 35 37 32

F1G. 32 — Recherche approchée de AGATACTA dans CCCGAAACTGGG

4 Indexation de texte

Jusqu’ici lors de nos recherches d’'un motif dans un texte, nous avons seulement considéré
un précalcul sur le motif pour le rechercher le plus e cacement dans un texte donné. Mais
pour rechercher un grand nombre de motifs, il peut €tre judicieux d’essayer de précalculer des
informations sur le texte pour accélerer la recherche.

Les informations dont nous avons besoin sont principalement des positions de certains
facteurs du texte. La structure de données qui va contenir ces informations de positions est
souvent appelée "index”.

Les indexes les plus utilisés en biofinformatique sont la table de su xes et I'arbre des
su xes, mais il en existe d’autres, comme le DAWG ou le CDAWG que nous n’aborderons
pas dans le cadre de ce cours.

4.1 Table des suffixes

Considérons I'ensemble des su  xes d’un texte donné et trions-les par ordre lexicographique
(ordre du dictionnaire) croissant. Par exemple, pour le motif AGAGATGA, nous obtenons la
table de la figure 33.

A
AGAGATGA
AGATGA
ATGA

GA
GAGATGA
GATGA

T

OO RN NOTWE ©

Fic. 33 — Tri par ordre lexicographique des su xes du texte AGAGATGA
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Borne_gauche(P _ pips2...pm, TS[0..n — )
> pos_deb < 0 . pos_fin < n — *

2 Tant que (pos_fin — pos_deb > *) Faire

3 pos_mil < (pos_fin- pos_deb)/2 /* pos de la case du milieu */
4 Si (tab[pos-mil] > P) Faire

5 pos_fin < pos_mil

6 Sinon

7 pos_deb «— pos_mil

8 Fin du si-sinon

s Fin du tant que

Y Renvoyer pos_fin

F1a. 34 — Pseudo-code de la recherche dichotomique de la borne gauche de I'intervalle corres-
pondant a un motif P donné dans une table des su xes TS. La recherche de la borne droite
est symétrique.

La table des su xes est simplement la permutation triée 81357246. Elle occupe classi-
quement 4 x n octets en mémoire.

4.1.1 Comment faire une recherche d’un motif sur cette permutation ?

La recherche d’un motif consiste a rechercher I'intervalle, s’il existe, de su xes qui ad-
mettent ce motif comme préfixe. Par exemple, sur la figure 33, la recherche du motif AG doit
renvoyer I'intervalle [1,2]. Pour faire cette recherche, nous recherchons tout d’abord la borne
gauche de I'intervalle, puis de maniére symétrique sa borne droite. Comment rechercher une
de ces bornes?

En fait, en appliquant la méthode classique de recherche dans un tableau trié : la recherche
dichotomique, en utilisant la comparaison lexicographique comme comparaison de base. Le
pseudo-code le recherche de la borne gauche de I’intervalle est donné figure 34.

Essayons I’'algorithme Borne_gauche sur un exemple, recherchons AG dans AGAGATGA
en utilisant la table des su xes 81357246. Au début, pos_deb < 0 et pos_pn — 7, pos_y, 1"
«— 3. Comme ATGA = TS[3] > AG, pos_rsn «— 3. Ensuite pos_w" — 3+ 0/2 =1. Comme
AGAGATGA = T9[1] > AG, pos_gn «— 1! Et maintenant puisque pos_fn — pos_deb =1, la
boucle Tant que s’arréte et la borne gauche renvoyée est 1.

La comparaison lexicographique de P avec un élément du tableau se fait en m = |P| et le
nombre d’itérations maximum est logn. La recherche se fait donc en temps O(m log n).

4.1.2 Comment construire cette table?

La construction de la table des su xes peut €tre faite en temps O(n) en utilisant un
algorithme concis mais trés astucieux [8] qui dépasse le cadre de ce cours.

La table des su xes a été proposée dans [12]. Dans cet article, pour améliorer la phase de
recherche, la table des su Xxes peut €tre complémentée par une autre table de 4n octets qui
enregistre les plus grands préfixes communs entre les couples de su xes (Lowest Common
Préfixe (LCP) en agnlais) qui sont utilisés lors de toute recherche dichotomique. L’utilisation
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de cette table permet d’accélérer la recherche de O(mlogn) & O(m + logn). En pratique
cependant la construction de cette table est compliguée et elle est rarement utilisée.

4.2 Arbre des suffixes

L’arbre des su xes est lui aussi construit & partir de I'ensemble des su Xxes, mais en
les structurant sous la forme d’un arbre. Construisons un premier gtbre de tous les su Xxes,
comme sur la figure 35-(a). Ce premier arbre est appelé trie des su? xes. Ce prempier arbre
n’est pas satisfaisant car sa taille est quadratique par rapport a la taille du texte, et une telle
structure n’est plus utilisable dés que la taille du texte dépasse quelque milliers de caractéres.
Essayons de le compacter. Une idée simple vient a I’esprit : pourquoi ne pas supprimer les
nceuds qui n’ont qu’une seule sortie, en utilisant des arétes multicaractéres ? Nous obtenons
I’'arbre de la figure 35-(b). Mais cela ne su t pas pour baisser la complexité de I'occupation
mémoire. Pour obtenir une structure de taille linéaire, il ne faut pas coder une transition dans
I’'arbre, mais la coder comme un facteur du texte dont nous pouvons indiquer pour chaque
aréte le début et la fin! Nous obtenons I'arbre de la figure 36, dit "arbre des su xes”.

@

~

—

) Trie des su  xes

o

ra



N
A
8

A GA G A T G
1 2 3 4 5 6 7
F1c. 36 — Arbre des su xes. Sa taille est linéaire en la taille du texte.

4.2.1 Comment construire ’arbre des suffixes ?

La construction de I'arbre des su xes dépasse elle aussi le cadre de ce cours. Elle peut se
faire en temps O(n) en utilisant un des muliples algorithmes linéaires de construction, dont
le plus simple (mais astucieux) est celui d’Ukkonen de 1995 [21].
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